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PROLOGO!

“Aunque nunca se diera un circulo ni un tridngulo en la
naturaleza, las verdades demostradas por Euclides conservaron
para siempre su certeza y su evidencia”.

David Hume

Estudiando hoy la historia de la humanidad, desde la Didactica de la Matematica, podemos
visualizar y verificar que el desarrollo de la Matematica como disciplina cientifica siempre nos ha
entregado significativos aportes y datos empiricos sobre el universo, que estan siendo utilizados
para descifrar y resolver diversos y grandes problemas del mundo real, como los que se encuentran
ahora en este libro: “Modelacion matematica y resolucion de problemas: Retos y oportunidades”,
editado por el Centro de Investigacion en Educacion Matematica y Estadistica de la Universidad
Catolica del Maule, que lidera la destacada académica Dra. Maria Aravena Diaz.

Para mi, que he dedicado la mayor parte de mi vida académica a la formacion inicial y
continua de profesores de matematica, para los distintos niveles del sistema educativo, es un gran
honor prologar esta obra, que presenta de forma excelente una parte importante del trabajo
relevante de un selecto grupo de colegas investigadores, tanto nacionales como extranjeros, que
poseen un alto nivel de reconocimiento de sus pares.

Este libro, estd dirigido fundamentalmente a académicos y académicas que enfrentan el
desafio de formar profesores y profesoras de Matematica para el siglo XXI, con su acelerado
desarrollo cientifico y tecnoldgico que nos asombra. Es sabido que la Matematica, junto a la
Didactica de la Matematica, se constituyen hoy en el ambito disciplinar considerado como eje
central de esta formacién. Es decir, felizmente existe consenso entre los distintos especialistas, que
no basta que un o una docente de Matematica, de cualquier nivel educativo, domine en plenitud
los contenidos matematicos y estadisticos que deben aprender sus estudiantes, si en su ensefianza
no utiliza las diversas estrategias metodologicas especificas, producto del significativo avance de

la investigacion en Didactica de la Matematica, que aseguran un mayor y mejor grado de calidad

! Como citar: Caamafio-Espinoza, C. (2024). Prélogo. En M.D. Aravena-Diaz y D. Diaz-Levicoy (Eds.), Modelacion
matematica y resolucion de problemas: Retos y oportunidades (pp. 7-9). Centro de Investigacion en Educacion
Matematica y Estadistica, Universidad Cat6lica del Maule.
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de sus aprendizajes.

El primer capitulo pone énfasis en la resolucion de problemas en Calculo Diferencial,
dando cuenta de la forma en que la argumentacion le otorga una nueva perspectiva a la modelacion
matematica en el aula, a partir del anlisis de discusiones grupales y conflictos que emergen entre
los estudiantes en sus intentos de encontrar la solucién méas adecuada. En el segundo capitulo, se
propone un curriculo matematico de tres vias para los cursos de formacion, desde la perspectiva
de la etnomodelacion, que nace del importante legado de Ubiratan D'Ambrosio, considerando que
el conocimiento matemético mecénico e instrumental no es suficiente para desarrollar en los
alumnos una actitud critica y reflexiva con relacion a la propia realidad. A continuacion, el tercer
capitulo se centra en el estudio de las relaciones entre las competencias de modelacion y
argumentacion en el aprendizaje matematico, dando cuenta de la forma en que la argumentacion
le otorga una nueva perspectiva a la modelacion en el aula, a partir de un estudio de caso.

Por otra parte, el importante avance en el desarrollo de la Didactica de la Matematica como
disciplina cientifica experimental, que nos entrega diversos modelos y métodos focalizados en la
ensefianza y el aprendizaje de la Matematica, se refleja también en la parte restante de esta obra.
Es asi como en el cuarto capitulo se presenta un modelo cognitivo que permite relevar la
importancia de actividades que propician la construccion de una conjetura en un contexto
geométrico-figural y su prueba, basado en la teoria APOE y que valida la sintesis de elementos
geométricos en una expresion de la conjetura como totalidad, como un importante aporte para el
disefio y planificacién de actividades de aula. El quinto capitulo esta focalizado especificamente
en el uso de la modelacibn matematica de la ingenieria, sustentado en la Teoria
Socioepistemologica, como marco de referencia alternativo para el docente que se desempefia en
la ensefianza de la Matemaética en carreras de ingenieria, donde aln es bastante mas comin de lo
deseable que en dicha ensefianza no se utilice la resolucién de problemas reales de las distintas
especialidades. Y asi llegamos al sexto y Gltimo capitulo, que se centra en la investigacion de
programas efectivos de desarrollo profesional docente, da a conocer un estudio de caso dirigido al
profesorado, con nuevos elementos que sin duda permitiran optimizar la promocion del desarrollo
de la habilidad de modelar de sus estudiantes en contextos reales y cercanos.

Por ultimo, quiero decir que no tengo duda alguna que este libro se constituye en un aporte
muy significativo para nuestra importante tarea de fortalecer y mejorar la calidad de la formacion

de profesores y profesoras de matematica, para que a lo largo de su vida profesional, les permita
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utilizar en sus préacticas docentes los diversos avances del conocimiento matematico y didactico
especifico, que corresponden a las condiciones necesarias para lograr los aprendizajes matematicos

requeridos y enfrentar con éxito las distintas desigualdades presentes en nuestro sistema educativo.

Carlos L. Caamafo-Espinoza
Talca, abril de 2024
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Capitulo 1

RESOLUCION DE PROBLEMAS EN CALCULO
DIFERENCIAL EN LA FORMACION INICIAL DE
DOCENTES DE MATEMATICAS?

Veronica Diaz
Felipe Mufioz

RESUMEN

Esta investigacion tuvo como objetivo evaluar el nivel de logro de estudiantes de formacion inicial,
en la resolucion de problemas de aplicaciones de la derivada, segun tipos de problemas
matematicos que atienden a la naturaleza y al contexto en que se plantea un problema. Se disefi6
un estudio descriptivo con método cuantitativo en dos carreras de pedagogia en matematicas de
dos Universidades en Chile. Los resultados indican la existencia de brechas de conocimiento, que
limitan las posibilidades de la resolucion adecuada de situaciones problemas cognitivamente no
triviales del Calculo Diferencial, asi como de ciertos contextos, con una importante excepcion de
los problemas rutinarios de contexto puramente matematicos, que evocan exclusivamente a objetos
matematicos y sus relaciones, y de los problemas rutinarios de contexto fantasista, los cuales
capturaron el interés de los estudiantes y lograron una muy efectiva resolucion. Aunque estos
problemas no se basan en la realidad, se construyen utilizando situaciones que los estudiantes
reconocen en su vida diaria.

Palabras clave: Tipos de problemas; Derivadas; Naturaleza y contexto; Problemas no rutinarios;
Pedagogia en matematica.

INTRODUCCION

El Calculo es una de las ramas mas importantes de las matematicas que se ocupa del cambio
continuo. Dos conceptos principales en los que se basa el Calculo, son las derivadas y las

integrales. La literatura internacional ha identificado una serie de dificultades que enfrentan los

2 Como citar: Diaz, V. y Mufioz, F. (2024). Resolucion de problemas en célculo diferencial en la formacién inicial
de docentes de matematicas. En M.D. Aravena-Diaz y D. Diaz-Levicoy (Eds.), Modelacion matemética y resolucion
de problemas: Retos y oportunidades (pp. 10-33). Centro de Investigacion en Educacion Matematica y Estadistica,
Universidad Catdlica del Maule.
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estudiantes para comprender la nocién de derivada (Hitier y Gonzélez-Martin, 2022; Montoya-
Delgadillo et al., 2018). Teniendo en cuenta diferentes representaciones de la derivada tales como
grafica, verbal, simbdlica, fisica paradigmatica y otras, Zandieh (2001) indica en particular que, si
un estudiante entiende la derivada en un contexto, esto no significa que pueda resolver tareas en
otro contexto (Hitt y Gonzalez-Martin, 2016; Rasmussen et al. 2014; Roorda et al. 2015;
Christensen y Thompson, 2012; Planinic et al., 2019).

Muchos instructores universitarios, estarian de acuerdo en que la razén principal por la que
los estudiantes no tienen éxito en el Calculo en general y en las derivadas en particular, es porque
tienen bases débiles en las llamadas habilidades de pre calculo que deberian haberse dominado de
antemano. Orton (1983) proporciona una de las primeras descripciones de las dificultades de los
estudiantes con las derivadas. Aun cuando los alumnos que estudi6 eran generalmente competentes
para calcular derivadas, encontrd deficiencias significativas como tasa de cambio y la
representacion grafica de este objeto matematico. Estos estaban frecuentemente vinculados a una
comprension deficiente o inadecuada de los limites, asi como a la relacion, funcion y
proporcionalidad (Bressoud et al., 2016).

Por otra parte, varios estudios han confirmado que las carreras de Matematicas de pregrado
registradas en cursos de Célculo, tienen dificultades epistemoldgicas, psicoldgicas y pedagdgicas
(Juter, 2012; Dickerson y Pitman, 2016). Los profesores se quejan de que los estudiantes no tienen
una comprension relacional o qué deben saber, con respecto a las materias principales de este
curso, donde se han estudiado la continuidad, la derivada y las integrales (Rasmussen et al., 2014;
Swidan y Yerushalmy, 2014; Sevimli, 2018). En diferentes paises, los educadores de matematicas
han invertido en redisefiar la instruccion en el aula de Céalculo, como un reconocimiento de la
importancia de la materia, porque existe un consenso generalizado de que el tema es dificil para
los estudiantes (Jaafar y Lin, 2017; Tallman et al., 2016) y que se ensefia a resolver problemas en
algunos casos, en forma mecanica (Alfaro-Carvajal y Fonseca-Castro, 2018).

En el programa de matematicas del curso de formacidn de pedagogias en matematicas, el
Célculo es uno de los contenidos importantes, incluido el conocimiento sobre derivadas. (Da,
2022). Las derivadas tienen muchas aplicaciones para resolver problemas, desde matematicas
elementales hasta matematicas avanzadas, y son una herramienta importante para apoyar la
resolucion de variados problemas, a los que el conocimiento algebraico no puede acceder. Este

concepto, se debe ensefiar asumiendo que los estudiantes han obtenido varios requisitos previos,
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como algebra, funcién y limite.

La representacion de la aplicacion de derivadas es un problema verbal, un problema que se
sitta en el contexto de la vida cotidiana (Verschaffel et al., 2010). Los problemas de palabras se
han considerado dificiles, ya que requieren no solo la comprension del tema derivada, sino también
la habilidad para dar sentido al texto del problema y transformarlo en una representacion
matematica o visual. Las dificultades relacionadas con los problemas verbales de las derivadas,
han sido objeto de estudio de variados autores (Fatmanissa et al., 2019; Garcia y Dolores, 2012;
Garcia-Garcia y Dolores, 2019). Esto parece ocasionar consecuencias negativas, mas ain cuando
los que aprenden son futuros profesores de matematicas que, para el ejercicio de su profesion,
necesitan conocimientos y habilidades que les permitan, a futuro, ensefiar a resolver y proponer
problemas de la cotidianeidad (VVrancken y Engler, 2014).

Existen estudios de resolucién de problemas en derivadas que tienen como marco teérico
teorias especificas, como es el caso que presentan Fuentealba et al. (2019), pero la investigacion
sobre tipos de problemas matematicas en este objeto matematico, casi no ha sido abordada En una
década en que el valor de la educacion universitaria y de la pedagogia en matematica esta bajo un
constante escrutinio de aseguramiento de la calidad (Diaz et al., 2019; Diaz y Flores, 2022) y con
un marcado énfasis en la evaluacion, se formuld esta investigacion que aborda el tema del
rendimiento académico en la resolucién de tipos de problemas sobre aplicaciones de la derivada,
de los estudiantes de pedagogia en matematicas. Lo anteriormente descrito, justifica la presente
investigacion para la cohorte 2022 de futuros profesores de matematica en dos universidades del
sur de Chile.

OBJETIVOS

Los objetivos formulados para este estudio son determinar y analizar el rendimiento académico
mediante la resolucion de tipos de problemas contextualizados a las derivadas, de los estudiantes
de pedagogia en matematica. Se asocian a estos objetivos, la siguiente pregunta de investigacion:
¢Cuales son los problemas que resuelven los futuros profesores de matematica, cuando se

enfrentan a problemas de diferentes tipos?
REFERENTES TEORICOS

Los problemas de derivadas con contenido practico e interdisciplinario ocupan una posicién
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particularmente importante en el entrenamiento de una serie de competencias matematicas, como
la capacidad de razonamiento matematico, la competencia de Calculo, la competencia de
comunicacion matematica y la competencia de resolucion de problemas, para lograr el objetivo de
optimizar las actividades humanas practicas. La resolucion de este tipo de problemas, por un lado,
fortalece el conocimiento de los estudiantes de aplicar las matematicas a la préactica, por otro lado,
muestra una perspectiva interdisciplinar en la ensefianza integrada, perspectiva didactica que es de
gran interés en la actualidad.

A pesar de la importancia del concepto de derivada, en lo relativo a su comprension, los
resultados de las investigaciones constatan que, para los estudiantes universitarios, resulta muy
compleja, lograndose alcanzar sélo una comprension parcial de este concepto (Fuentealba et al.,
2017). También se constata que los estudiantes cuando enfrentan problemas con derivadas, dan
prioridad a un uso que no esta respaldado por una comprension conceptual de la derivada, sino
mas bien en la definicion de la derivada como limite.

Aunque ostensiblemente a los estudiantes de matematica, se les ha ensefiado el Célculo
Diferencial en la formacién inicial, buscamos investigar el rendimiento académico de los futuros
profesores de matematica, cuando se ven enfrentados a tipos de problemas contextualizados y no
a ejemplos resueltos sobre derivadas. EI marco tedrico que se utilizo en esta investigacion se

construyd en base a la clasificacion de tipos de problemas de los autores Diaz y Poblete (2001).
Clasificacion de los problemas

Se destaca en la literatura la importancia de incorporar en la resolucion de problemas, tipos de
problemas matematicos (Martinez et al., 2017). Al respecto, se han investigado y desarrollado en
el tiempo, variadas clasificaciones para la praxis escolar que dependen de los criterios de
clasificacion utilizados (Pino, 2015). Existen clasificaciones basadas en el nimero de soluciones
posibles, en la adaptacion de los datos dados, en el procedimiento, etc. (Blumy Niss, 1991; Blanco,
1993; Vila, 1995; Diaz y Poblete, 2001; Vila y Callejo, 2004). Incluso algunas de ellas incluyen

gjercicios dentro de la categoria mas general de problemas matematicos.
Resolucion de problemas

En las ultimas décadas, se le ha concedido una gran importancia al desarrollo de esta habilidad.

En todo tipo de curriculos, estd presente la exigencia de resolver problemas enmarcados en
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contextos matematicos o de la vida real, sin embargo, de acuerdo a Diaz y Poblete (2019) en la
practica es muy poco probable que los alumnos tengan la oportunidad de abordarlos.

Para los autores Boesen et al. (2014), resolver problemas es participar en una tarea para la
cual el método de solucion no se conoce de antemano. Esta definicion implica que, en esta
perspectiva, existen solo dos tipos de tareas matematicas: problemas y no problemas. Estos ultimos
a menudo se denominan tareas rutinarias o ejercicios (Schoenfeld, 1985)

Los problemas matemaéticos proporcionan los medios a través de los cuales un alumno
puede adquirir nuevas habilidades, y luego comenzar a aplicar estas habilidades a problemas
cognitivamente no triviales y que no hayan encontrado previamente (Renkl, 2014; Bentley y Yates,
2017) como los no rutinarios (Diaz, 2020).

A continuacién, se presenta la clasificacion de tipos de problemas matematicos de los
autores Diaz y Poblete (2001) que forma parte del marco tedrico. Como lo sefialan Martinez et al.
(2017), los autores realizan una doble clasificacion, ademas de atender a la naturaleza de los

problemas matematicos, se preocupan por el contexto en que se plantea el problema.

Figura 1.
Tipos de problemas matematicos

Rutinarios
Segun su
naturaleza
No-
Rutinarios
Real

Realista

Segln su

contexto
Fantasista

Puramente
matematicos

Fuente: Diaz y Poblete (2001)

Problemas rutinarios

Estos problemas denominados rutinarios, incluyen plantear, formular y resolver tipos de problemas
de contexto real, realista, fantasista y puramente matematicos, que requieren el establecimiento de

conexiones para su resolucion. Los problemas rutinarios son similares a los resueltos durante los
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cursos de instruccion; el estudiante sigue una secuencia que implica entender los conceptos y

algoritmos para alcanzar soluciones validas.

Problema de contexto real: Un contexto es real si se produce efectivamente en la realidad
y compromete el accionar del alumno en la misma. Ejemplo: “Determine la derivada de
dos funciones trigonométricas inversas en un punto dado, usando las propiedades de la
derivada de la funcion inversa”

Problema de contexto realista: Un contexto es realista si es susceptible de producirse
realmente. Se trata de una simulacion de la realidad o de una parte de la realidad. Ejemplo:
“Se trata de encerrar un prado rectangular usando cerca de alambre en tres lados y flores
en el cuarto. Con 800 m. de alambre, ;cudl es el drea maxima que se puede cercar?”
Problema de contexto fantasista: Un contexto es fantasista si es fruto de la imaginacion y
esta sin fundamento en la realidad. Ejemplo: “Se calcula que entre las 2000 y 5000
revoluciones por minuto el consumo de combustible de una escalera mecanica de la tierra
al planeta marte, viene dado por la funcion f(x) =2x?-12x +23, donde f indica los litros
consumidos en una hora y x viene expresada en miles de revoluciones por minuto. Hallar
las revoluciones con las que el consumo del motor es minimo y maximo.”

Problema de contexto puramente matematico: Un contexto es puramente matematico si
hace referencia exclusivamente a objetos matematicos: nimeros, relaciones y operaciones
aritméticas, figuras geométricas, etc. Ejemplo: “Obtener la derivada de la funcién
f(x)=2/(x-3) en el punto de abscisa x =4 y calcular la tasa de variacién instantanea en el

E2)

punto de abscisa x = 5.

Problemas no rutinarios

Un problema sera no rutinario cuando un estudiante no conoce una respuesta ni un procedimiento

previamente establecido o rutina, para encontrarla. Ejemplo: “Establezca un problema de minimo

donde se puede aplicar la derivada”.

Cabe hacer notar que los problemas no rutinarios, también pueden ser clasificados segun

su contexto en real, realista, fantasista y puramente matematico.
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METODOLOGIA

La investigacion corresponde a un estudio descriptivo con enfoque cuantitativo. El universo de
estudio lo constituyen los futuros profesores de matematica de secundaria. La muestra se conforma
con dos carreras de pedagogia en matematicas, de dos universidades en Chile. Participan de ella,
un total de 70 estudiantes de quinto semestre pertenecientes a dos cursos de la cohorte 2022, de
los cuales, 32 pertenecen a la Universidad 1 y 38 a la Universidad 2. Ambos grupos de estudio,
habian cursado Calculo | (Calculo Diferencial e Integral en una variable).

Los participantes corresponden a grupos intactos, es decir, grupos ya constituidos
(Sampieri, 2014). Siguiendo el programa de la asignatura similar en el curso de Céalculo Diferencial
para las dos pedagogias, los estudiantes de ambos grupos, ya habian abordado los contenidos
referidos a nUmeros y la recta real, estudiado los temas limite, continuidad, derivadas e integrales.
De acuerdo a la estadistica de la prueba de Levene para determinar varianzas homocedasticas entre

los cursos de pedagogia, este concluye que existen varianzas iguales entre ellos (sig < 0,005).
Instrumento evaluativo: prueba de matematicas

Con la finalidad de evaluar el nivel de logro de los estudiantes de pedagogia en la resolucion de
problemas concernientes a tipos de problemas matematicos, se aplicé una prueba validada
previamente, en investigaciones de calculo diferencial en carreras de ingenieria (Diaz, 2020).

La prueba compuesta por 10 problemas de respuesta abierta y elaborada segun la
clasificacion Diaz y Poblete (2001), fue aplicada en una sesion de 90 minutos con el previo
consentimiento de los estudiantes y protocolos de investigacion que cada universidad exige. Al
momento de aplicar la prueba de matematicas, estaban con sus correspondientes profesores en
cada curso, diferentes al investigador.

A continuacion, en la Tabla 1, se presenta la distribucion de los tipos de problemas.

Tabla 1.
Distribucién segun naturaleza y contexto del problema
Problema Naturaleza y contexto
Problema 1 Realista
Problema 2 Fantasista
Problema 3 No rutinario
Problema 4 Fantasista
Problema 5 Puramente matematico
Problema 6 No rutinario
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Problema Naturaleza y contexto

Problema 7 Real

Problema 8 Puramente matematico
Problema 9 Realista

Problema 10 No rutinario

Fuente: Datos de la investigacion

Los niveles de rendimiento se consideraron en relacion al grado de avance de los
estudiantes en la resolucion de los tipos de problemas matematicos, y se estimo de acuerdo al
modelo adoptado de Rasch (1980) por Diaz y Poblete (2004). Se asocia a este modelo una escala,
que indica los cinco niveles de progreso de los estudiantes hacia la solucion correcta del problema.
Esta escala de cinco puntos registra cada detalle en el intento de los alumnos en encontrar la

solucién, como se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2.
Escala de puntajes
Puntaje Etapas de la solucion

0 No comienzo: El estudiante es incapaz de comenzar el problema o entrega un trabajo
que no tiene significado alguno.

1 Enfoque: El estudiante enfoca el problema con un trabajo significativo, indicando una
comprension del problema, pero encuentra rapidamente una dificultad.

2 Substancia: Suficientes detalles demuestran gque el estudiante se ha orientado hacia
una solucion racional, pero errores importantes o interpretaciones erréneas impiden el
proceso de resolucidn correcta.

3 Resultado: El problema esta casi resuelto, algunos pequefios errores conducen a una
solucidn final errada.

4 Completacion: Un método apropiado ha sido utilizado y ha producido una solucién
correcta.

Fuente: Diaz y Poblete (2001), adaptado de Rasch (1980)

La confiabilidad de la prueba fue medida con el Alfa de Cronbach, y fue de 0.85, el cual se
considerd apropiada dada la naturaleza del instrumento evaluativo y su extension. Se establecieron
los grados de discriminacion interna a través de la correlacion biserial (rpbis) que fue en promedio
igual a 0.42 y los de dificultad para cada problema y para la prueba en su totalidad, cuyo parametro
de dificultad fue de 37,2%.

RESULTADOS

En primer término, se presentan en la Figura 2, los resultados totales en porcentaje del rendimiento

académico de los estudiantes de las carreras de Pedagogia en Matematicas 1y 2 en la prueba de
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resolucion de tipos de problemas de aplicaciones del objeto matematico derivada.

Figura 2.
Niveles de logro por carrera
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50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0%

0,0%

67,2%
56,4%

Pedagogia 1 Pedagogia 2

Fuente: Datos de la investigacion

De acuerdo a la Figura 2, el mayor rendimiento académico o mayor nivel de logro de los
estudiantes en la resolucion de problemas de aplicaciones de la derivada se registra en la Pedagogia
2. El rendimiento promedio de ambas pedagogias es 61,8%.

A continuacién, la Figura 3 registra los resultados en porcentajes segin las etapas de
solucion, obtenidos en el andlisis de cada una de las respuestas de los estudiantes con el Modelo
de Rasch en la prueba de resolucion de tipos de problemas sobre derivada.

Los porcentajes de rendimiento académico de los estudiantes de ambas pedagogias, segun
los tipos de problemas rutinarios de contexto real, realista, fantasista y puramente matematico, y
en los problemas no rutinarios, en funcion de la etapa completacion segun la escala de puntajes
del modelo de Rash, se presentan a continuacion en la Figura 4.

Como se puede apreciar en la figura 4, el rendimiento que se exhibe en general, supera
levemente el 60% de logro en este importante topico de las matematicas (el promedio es 61,8% en
los 10 problemas).

Sin embargo, se registraron altos niveles de logro en los problemas rutinarios de contexto
puramente matematicos P5 y P8 con 90% y 88% respectivamente, y en los problemas rutinarios
de contexto fantasista P2 y P4 con 76% Yy 74% de logro respectivamente. Los problemas puramente

matematicos evocan exclusivamente a objetos matematicos y sus relaciones, y forman parte
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mayoritaria en la literatura del Calculo Diferencial. En tanto que, los problemas fantasistas, son

aquellos que son fruto de la imaginacion y no tienen fundamento en la realidad.

Figura 3.
Porcentaje segun etapas de solucion del problema
100,0%
90,0%
80,0%
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60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0% ‘ |
o [k |
SO IO N | DN
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10
B No comienzo 0,0% 1,0% 18,0% 0,0% 0,0% 35,0% @ 58,0% 0,0% 0,0% 25,0%
m Enfoque 0,0% 1,0% 12,0% 3,0% 0,0% 2,0% 15,0% 0,0% 0,0% 20,0%
M Substancia 7,0% 0,0% 32,0% 9,0% 2,0% 10,0% 12,0% 1,0% 9,0% 18,0%
Resultado 25,0% @ 22,0% 17,0% 14,0% 8,0% 32,0% 15,0% 11,0% 24,0% 8,0%

B Completacion 68,0% = 76,0% @ 21,0% 74,0% 90,0% @ 21,0% 0,0% 88,0% 67,0% @ 42,0%

Fuente: Datos de la investigacion

Figura 4.
Rendimiento académico en tipos de problemas segln naturaleza y contexto
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Fuente: Datos de la investigacion

A continuacion, se presenta el problema 5 y una solucion correcta por parte de un estudiante.
Problema 5: “La suma de dos nUmeros no negativos es 36. Hallar dichos nimeros para que
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la suma de sus cuadrados sea lo mas pequeinia posible”

Figura 5.
Problema rutinario de contexto puramente matematico
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Fuente: Solucién de un estudiante al problema 5
A continuacion, se presentan los problemas de contexto fantasista P2 y P4 de la prueba con

un ejemplo de respuesta de parte de un estudiante en el P4,

Problema 2: “La funcién f(t) = t-2 es la derivada de la inflacion en F

funcion del tiempo en uno de los siete reinos de Game of Thrones,
cuando 0 <t <5

Determinar el valor de t para que la inflacién alcance el valor mi-
nimo.”

Problema 4: “La velocidad (en m/s) que alcanza un Segnosaurus en

una carrera de 200 metros, viene dado en funcion del espacio reco- 1

rrido, X, por la siguiente expresion: f(x) =-0,00055x(x - 300)

Deducir de forma razonada:
a) ¢Qué distancia ha recorrido el Segnosaurus cuando alcanza su

velocidad maxima?

b) ¢Cudl es ésta velocidad?”
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Figura 6.
Problema rutinario de contexto fantasista
REREY® 4

ry

Fuente: Solucién de un estudiante al problema 4

Los menores rendimientos académicos en la resolucion de tipos de problemas, se registraron
en el problema rutinario de contexto real y en los no rutinarios. En el problema 7 (P7) rutinario y
de contexto real, no se logré un método apropiado de resolucion, por lo tanto, no se produjo
ninguna solucion correcta. Los problemas reales son aquellos que se producen efectivamente en la
realidad y comprometen al alumno a actuar.

Ejemplo del problema real P7: “En una hoja de cuaderno mida sus lados y construya una
caja sin tapa cortando en sus esquinas cuadrados iguales y doblando convenientemente la parte
restante. Determine el lado de los cuadrados que deben ser cortados, a fin de que el volumen sea
el mayor posible .

El enunciado propone una situacion en contexto expresada en el lenguaje cotidiano, que
corresponde a un ejercicio clasico en todos los textos de calculo, cuando se aborda el tema de la
optimizacion, pero que, para este contexto, requiere que el estudiante proponga las dimensiones
para su resolucion. De los resultados obtenidos, hay estudiantes que hacen un dibujo de la situacion
propuesta asignando datos, pero no logran avanzar; hay estudiantes que propusieron las
expresiones algebraicas del area del rectangulo y el volumen para una caja sin tapa, pero no
realizan ningun proceso o sustitucién de valores conocidos; y estudiantes que argumentan que no

saben como resolver este tipo de situaciones ya que no formaba parte de los problemas tratados en
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la asignatura Calculo 1.

Respecto a los problemas no rutinarios P3, P6 y P10, se constaté en promedio, un 28% de
logro. Un problema sera no rutinario cuando un estudiante no conoce una respuesta ni un
procedimiento previamente establecido o rutina, para encontrarla. A continuacion, se presenta la
resolucion de uno de ellos.

Problema 3: “Encuentre una funcién derivable que tenga un punto critico en el intervalo [2,4]”

Figura 7.
Problema no rutinario

Pl
Fuente: Solucién de un estudiante al problema 3

El estudiante propone una funcién racional infundada en relacién a su derivada y ademas
comete errores algebraicos, sin lograr avanzar en una solucion correcta. En general en los intentos
de resolucion, se reflejan dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos
involucrados, cuya comunicacion se requiere que se realice en forma escrita a través de los signos
matematicos, con la ayuda del lenguaje habitual que favorece la interpretacion de estos signos,
para lograr la etapa de solucion correcta.

DISCUSION

En el contexto de la Educacion Matematica, la resolucion de problemas se ha convertido en una
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parte inseparable del aprendizaje matematico. La habilidad de resolucion de problemas se
considera fuertemente relacionada con el éxito de la matematica educativa, por lo que la
integracion de la resolucién de problemas durante el proceso de aprendizaje deberia ser necesaria
(Sanjaya et al., 2018). Ademas, la resolucion de problemas generalmente se considera como la
actividad cognitiva mas critica en el aprendizaje diario. Se encuentra en el centro de la formacion
inicial de profesores de matematicas y sigue siendo central en las matematicas escolares. La
resolucion de problemas son un mecanismo de instruccion tradicional para aprender como aplicar
las matematicas. Los problemas se formulan para que un estudiante pueda identificar datos
relevantes para la pregunta formulada y elegir un conjunto de operaciones matematicas que
conduzcan a la respuesta. Sin embargo, la complejidad y la interconexion de los problemas
contemporaneos, exigen que los métodos de resolucion de problemas sean moldeados por el
pensamiento sistémico y asociados a su vida diaria.

La matematica es una asignatura muy abstracta. Para los estudiantes, el aprendizaje suele ser
mejor cuando pueden relacionarlo con la vida real. A medida que las matematicas se vuelven mas
avanzadas y desafiantes, eso puede ser dificil de hacer. Como resultado, muchos estudiantes
necesitan trabajar y practicar mas, para entender conceptos matematicos mas abstractos (Leiss et
al., 2019).

Los textos de Calculo, incluyen generalmente como aplicaciones de la derivada, los
problemas de optimizacion para determinar el minimo absoluto y / o el méximo de una funcién
que depende de dos variables dada una restriccion o relaciéon que las dos variables siempre deben
satisfacer. Los ejemplos tienden a centrarse alrededor de objetos geométricos tales como
cuadrados, cajas, cilindros, etc. También tienen aplicaciones basicas de derivadas en el campo de
los negocios, donde se vuelve a encontrar el valor méaximo y / o minimo de la funcion y se define
la funcion de costo marginal, el costo promedio, la funcién de ingreso, la funcion de ingreso
marginal y la funcion de ganancia marginal.

Un ejemplo de confusidn entre conceptos en estas aplicaciones, es la velocidad media con la
instantanea en un punto. En este sentido, se aboga por la idea de que se alcanzard una comprension
completa de la derivada cuando se reconozcan y reconstruyan los significados de razon, limite y
funcién en diferentes contextos (Zandieh 2001; Zandieh y Knapp, 2006). A excepcion de la
alusidn al lenguaje, lo anterior indica la tendencia natural expuesta por la casi mayoria de los textos

de Calculo, revelando claramente que el enfoque previo a la presentacion de la derivada es la
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canonicay, por tanto, la que se sigue en la mayoria de los casos.

De acuerdo a Sadler y Sonnert (2018) tomar el Calculo en la escuela secundaria, no garantiza
tener éxito mas adelante en el Céalculo de la universidad, lo que es més importante es dominar los
requisitos previos, el algebra, la geometria y la trigonometria que conducen al Célculo. Siti (2019)
al analizar el bajo resultado del aprendizaje de los estudiantes para los contenidos de Calculo,
indica que en general, los estudiantes experimentan dificultades en el nivel de la escuela secundaria
con respecto a las funciones, sus graficos y a la manipulacion algebraica. Estos temas generalmente
surgen inicialmente en las clases de &lgebra, y obstaculizan la resolucion de problemas asociados
y contextualizados especificamente al comportamiento de las funciones en intervalos,
determinacion de maximos y minimos de una funcién en su dominio mas amplio, optimizacion,
estimaciones de la velocidad y aceleracion.

Con los resultados obtenidos en nuestra investigacion, aplicando tipos de problemas de
contexto real, realista, fantasista y puramente matematico, se ha mostrado la influencia que tienen
los contextos, concordando con Sanchez-Matamoros et al. (2008), ya que los estudiantes no
conectan automaticamente un proceso vinculado con la idea de derivada (razén, limite, funcion,
etc.) dado en un contexto con el mismo proceso que aparece en otro contexto.

Sin embargo, los datos de nuestro estudio, mostraron que cuando se les presentan problemas
de derivadas en un contexto muy poco utilizado en los libros de Célculo Diferencial e Integral,
como son los problemas de contexto fantasista, que son fruto de la imaginacion y no tienen
fundamento en la realidad, con uso de situaciones de personajes de peliculas de la actualidad, y de
su propia cotidianidad, los estudiantes de las dos pedagogias, demostraron su interés por abordarlos
y un muy alto nivel de logro en su resolucion, coincidiendo con investigaciones anteriores (Diaz,
2019, 2020; Diaz y Aravena, 2021; Diaz y Flores, 2022).

En matematicas, los estudiantes resuelven problemas manipulando nimeros e interpretando
simbolos, pero una comprension de las matematicas requiere mas que el conocimiento de nimeros
y simbolos. Las matematicas también requieren un componente de habilidad en la resolucién de
ciertos problemas, que involucren al estudiante en su propio actuar y que se produzcan
efectivamente en la realidad, como son los problemas de contexto real, asi como de problemas
cognitivamente no triviales, como son los no rutinarios.

A través de este estudio, se hizo evidente que los futuros docentes de matematica de

secundaria investigados, tienen habilidades para resolver problemas rutinarios de contexto, pero
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no las suficientes para resolver problemas de aplicaciones de la derivada, lo cual se evidencia en
el contexto real y en los problemas no rutinarios.

La capacidad de abordar problemas no rutinarios, aquellos que no pueden resolverse con un
método o formula conocidos y requieren andlisis y sintesis, asi como creatividad, es cada vez mas
importante en el siglo XXI (Neubert, 2015). Sin embargo, cuando se enfrentan a un problema no
rutinario, los estudiantes tienden a aplicar incorrectamente los procedimientos memorizados en
lugar de modificarlos o desarrollar nuevas soluciones, coincidiendo en nuestros hallazgos con
Nguyen (2020), Crooks y Alibali (2014), Richland (2012). Una posible fuente de esta dificultad,
es el enfoque tipico de instruccidn en la formacion inicial en matematica sobre la memorizacion y
la aplicacidn de procedimientos de rutina. Tal enfoque, hace que los estudiantes sean competentes
en la ejecucion de procedimientos de memoria, pero hace poco para ayudarlos a comprender la
base conceptual de los procedimientos o pensar creativamente sobre problemas nuevos, los cuales
son esenciales para desarrollar flexibilidad en la resolucion de problemas contextualizados en
Caélculo en general y en tipos de problemas de derivadas en particular. Un primer paso importante
para abordar este problema, es evaluar como los estudiantes actualmente abordan la resolucion de

problemas no rutinarios, para que se puedan disefiar las intervenciones de aprendizaje adecuadas.
CONCLUSION

Esta investigacion proporciona evidencia concreta y generalizable sobre la utilidad y la necesidad
de implementacién de problemas contextualizados. De los resultados basados en el rendimiento
académico de los estudiantes de formacion inicial en matematica, se puede inferir que, es necesario
incluir tipos de problemas que permitan contextualizar contenidos matematicos especificos, como
es el caso de las derivadas.

En esta investigacion con dos carreras distintas, pero de formacion curricular similar, se
develan dificultades en el aprendizaje de las derivadas, producto de maltiples situaciones, que se
entrelazan entre si, y que van desde la orientacién y planificacion curricular de la asignatura comun
para las dos pedagogias, hasta la naturaleza propia de la matematica que se manifiestan en sus
simbolismos y en sus procesos de pensamiento, hasta el desarrollo cognitivo de los propios
estudiantes.

Dado que en promedio se constaté un porcentaje cercano al 62% de logro entre ambos

grupos, es evidente que los estudiantes que investigamos en estas dos carreras de pedagogia,
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requieren aumentar las competencias matematicas necesarias para resolver problemas de
aplicaciones de la derivada. Sin embargo, luego de revisar la evidencia presentada, no
consideramos que la explicacion del por qué ciertos estudiantes dan respuesta a un problema y
otros no, se debe a que los primeros se encuentran en una etapa méas avanzada de pensamiento o
desarrollo cognitivo que estos ultimos. Tampoco se debe Unicamente a que los estudiantes que
resolvieron un problema saben mas operaciones o conceptos matematicos que los otros. En
cambio, la evidencia nos muestra que en la solucion de un problema intervienen varias
competencias y recursos cognitivos de granularidad mas pequefia que una etapa de pensamiento,
y que incluso van mas alla de Gnicamente el razonamiento l6gico-matematico. Nuestra alternativa
teorica hace referencia a que, entre la comprension del problema verbal y la solucion correcta, un
sujeto debe relacionar, en lo posible, los contenidos matematicos con situaciones contextualizadas
y significativas para €l, que le van a permitir incrementar progresivamente el nivel de abstraccion
del contenido matematico, segun su ritmo de aprendizaje que debe ser guiado y supervisado en la
traduccion entre lenguaje verbal y codigos matematicos, hasta que ellos puedan realizarlos con

propiedad.
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Alfaro-Carvajal, C. y Fonseca-Castro, J. (2018). Resolucién de problemas en la ensefianza del
calculo diferencial e integral en una variable: Perspectiva de los docentes de matematica.
Uniciencia, 32(2), 42-56. https://doi.org/ 10.15359/ru.32-2.3

Bentley, B. y Yates, G. (2017). Facilitating proportional reasoning through worked examples: Two

classroom-based experiments. Cogent Education, 4(2), 1297213.
https://doi.org/10.1080/2331186X.2017.1297213
Blanco, L.J. (1993). Una clasificacion de problemas matematicos. Epsilon, 25, 49-60.

Blum, W. y Niss, M. (1991). Applied mathematical problema solving, modeling, applications and
links to others subjects: State, trends and issues in mathematics instruction. Educational
Studies in Mathematics, 22(1), 37-68. https://doi.org/10.1007/BF00302716

Boesen, J., Helenius, O., Bergqvist, E., Torulf, J. y Palmgerg, B. (2014). Developing mathematical

competence: From the intended to the enacted curriculum. Journal of Mathematical
Behavior, 33, 72-87._https://doi.org/10.1016/j.jmathb.2013.10.001
Bressoud, D., Ghedamsi, I., Martinez-Luaces, V. y Torner, G. (2016). Teaching and learning of

|26 |


https://doi.org/%2010.15359/ru.32-2.3
https://doi.org/10.1080/2331186X.2017.1297213

Calculus. Springer International Publishing. https://doi.org/10.1007/978-3-319-32975-8 1
Christensen, W.M. y Thompson, J.R. (2012). Investigating graphical representations of slope and

derivative without a physics context. Physical Review Special Topics - Physics Education
Research, 8(2), 1-5. https://doi.org/10.1103/PhysRevSTPER.8.023101
Crooks, N.M. y Alibali, M.\W. (2014). Defining and measuring conceptual knowledge in

mathematics. Developmental Review, 3(4), 344-377.
https://doi.org/10.1016/j.dr.2014.10.001
Da, N.T. (2022). Approach to realistic mathematics education in teaching calculus for high school

students. A case of the application of derivatives. International Journal of Professional
Development, Learners and Learning, 4(1), ep2203. https://doi.org/10.30935/ijpd11/11832
Diaz, V. (2019). Limits problem solving in engineering careers: competences and errors.

International Journal of Education and Pedagogical Sciences, 13(7), 933-939. http://doi.org/
10.5281/zen0d0.3299965

Diaz, V. (2020). Difficulties and performance in mathematics competences: solving problems with

derivatives. International Journal of Engineering Pedagogy, 10(4), 35-53.
https://doi.org/10.3991/ijep.v10i4.12473

Diaz, V. y Poblete, A. (2001). Contextualizando tipos de problemas matematicos en el aula.

Numeros. Revista de Didéactica de las Matematicas, 45, 33-41.

Diaz, V. y Poblete, A. (2004). Evaluacién Longitudinal de Aprendizajes Matematicos, Objetivos
Transversales e Indicadores de Contexto. Proyecto Fondecyt N°1040035. Comision
Nacional de Investigacion Cientifica y Tecnologica

Diaz, V., Poblete, A. y Gallardo, M. (2019). Redisefio curricular por competencias: experiencia en
la formacion Inicial universitaria en Chile. Revista Iberoamericana de Educacion Superior,
10(27), 72-91. http://doi.org/10.22201/iisue.20072872¢.2019.27.341

Diaz, V. y Poblete, A. (2019). Competencias matematicas: Desempefio y errores en la resolucién
de problemas de limites. Paradigma, 40, 358-383. http://doi.org/10.37618/PARADIGMA.1011-
2251.2019.p358 - 383.id733

Diaz, V.y Aravena, M. (2021). Solving problem type and levels of proportional reasoning in initial

training of mathematics teachers. REDIMAT — Journal of Research in Mathematics
Education, 10(3), 296-317. http://doi.org/10.17583/redimat.7125

Diaz, V. y Flores, M. (2022). Resolucion de tipos de problemas contextualizados y anélisis de

|27


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-32975-8_1
https://doi.org/10.1103/PhysRevSTPER.8.023101
https://doi.org/10.1016/j.dr.2014.10.001
https://doi.org/10.30935/ijpdll/11832
https://doi.org/10.3991/ijep.v10i4.12473
http://doi.org/10.22201/iisue.20072872e.2019.27.341
https://doi.org/10.37618/PARADIGMA.1011-2251.2019.p358%20-%20383.id733
https://doi.org/10.37618/PARADIGMA.1011-2251.2019.p358%20-%20383.id733
http://doi.org/10.17583/redimat.7125

errores: un  estudio de casos. Estudios  Pedagdgicos, 42(8), 9-34.
https://dx.doi.org/10.4067/S0718-07052022000200009

Dickerson, D. y Pitman, D. (2016). An examination of college mathematics majors’

understandings of their own written definitions. Journal of Mathematical Behavior, 41,1-9.
https://doi.org/ 10.1016/j.jmathb.2015.11.001
Fatmanissa, N. y Usdiyana, D. (2019). Student difficulties in word problems of derivatives: A

multisemiotic perspective. Journal of Physics: Conference Series, 1157, 032111.
https://doi.org/ 10.1088/1742-6596/1157/3/032111

Fuentealba, C., Badillo, E. y Sanchez-Matamoros, G. (2019). Identificacion y caracterizacion de

los subniveles de desarrollo del esquema de derivada. Ensefianza de las Ciencias, 37(2), 63-
84. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2518
Garcia, M. y Dolores, C.(2012). Una propuesta para contribuir a la comprension de la

derivada. En R. Flores (Ed.), Acta Latinoamericana de Matematica Educativa (pp. 385-
393). Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.

Garcia-Garcia, J. y Dolores C. (2019). Conexion entre derivada e integral en el registro algebraico
en bachillerato. Investigacion e Innovacion en Matemética Educativa, 4, 11-30.

Hitier, M. y Gonzalez-Martin, A.S. (2022)."It all depends on the sign of the derivative™: A
praxeological analysis of the use of the derivative in similar tasks in mathematics and
mechanics. En J. Hodgen, E. Geraniou, G. Bolondi y F. Ferretti (Eds.), Proceedings of the
Twelfth Congress of European Research in Mathematics Education (CERME12) (pp. 2421-
2428). ERME/Free University of Bozen-Bolzano.

Hitt, F. y Gonzélez-Martin, A.S. (2016). Generalization, covariation, functions, and calculus. En
A. Gutiérrez, G.C. Leder, y P. Boero (Eds.), The Second Handbook of Research on the
Psychology of Mathematics Education (pp. 3-38). Sense Publishers.

Jaafar, R. y Lin, Y. (2017). Assessment for learning in the calculus classroom: A proactive
approach to engage students in active learning. International Electronic Journal of
Mathematics Education, 12(3), 503-520. https://doi.org/10.29333/iejme/628

Juter, K. (2012). The validity of students’ conceptions of differentiability and continuity. En C.

Bergsten, E. Jablonka y E. Raman (Eds.), Evaluation and Comparison of Mathematical
Achievement: Dimensions and Perspectives (pp. 121-130). Linkdping University.
Leiss, D., Plath, J. y Schwippert, K. (2019). Language and mathematics - key factors influencing

|28 |


https://dx.doi.org/10.4067/S0718-07052022000200009
https://doi.org/10.29333/iejme/628

the comprehension process in reality-based tasks. Mathematical Thinking and Learning: An

International Journal, 21(2), 131-153. https://doi.org/10.1080/10986065.2019.1570835
Martinez, S., Munoz, J.M., Oller, AM. y Ortega, T. (2017). Andlisis de problemas de

proporcionalidad compuesta en libros de texto de 2° de ESO. RELIME. Revista

Latinoamericana de Investigacibn en Matematica Educativa, 20(1), 95-
122. https://doi.org/10.12802/relime.17.2014
Montoya-Delgadillo, E., Paez, R., Vandebrouck, F. y Vivier, L. (2018). Deconstruction with

localization perspective in the learning of analysis. International Journal of Research in
Undergraduate Mathematics Education, 4(1), 139-160. https://doi.org/10.1007/s40753-017-
0068-z

Neubert, J.C., Mainert, J., Kretzschmar, A. y Greiff, S. (2015). The assessment of 21st century

skills in industrial and organizational psychology: complex and collaborative problem
solving. Industrial and Organizational Psychology, 8(2), 238-268.
https://doi.org/10.1017/iop.2015.14

Nguyen, H.A., Guo, Y., Stamper, J. y McLaren, B.M. (2020). Improving students’ problem-
solving flexibility in non-routine mathematics. En I. Bittencourt, M. Cukurova, K. Muldner,
R. Luckin, y E. Millan (Eds.), Artificial Intelligence in Education. AIED 2020. Lecture Notes
in Computer Science (pp. 409-413). Springer. https://doi.org/10.1007/978-3-030-52240-
174

Orton, A. (1983). Students’ understanding of integration. Educational Studies in Mathematics,
14(1), 1-18. https://doi.org/10.1007/BF00704699

Pino, J. (2015). Tipos de problemas de matematicas. En L.J. Blanco, J.A. Cardenas y A. Caballero

(Eds.), La resolucion de Problemas en Mateméticas en la Formacion Inicial de Profesores
de Primaria (pp.187-207). Universidad de Extremadura.

Planinic, M., Susac, A., Ivanjek, L. y Milin Sipug, Z. (2019). Comparing student understanding of
graphs in physics and mathematics. En G. Pospiech, M. Michelini y B.S. Eylon (Eds.),
Mathematics in Physics Education (pp. 233-246). Springer International Publishing.
https://doi.org/10.1007/978-3-030-04627-9_10

Rasch, G. (1980). Probabilistic Models for Some Intelligence and Attainment Tests. The

University of Chicago Press.

Rasmussen, C., Marrongelle, K., y Borba, M.C. (2014). Research on calculus: what do we know

129


https://doi.org/10.1080/10986065.2019.1570835
http://www.scielo.org.mx/cgi-bin/wxis.exe/iah/?IsisScript=iah/iah.xis&base=article%5Edlibrary&format=iso.pft&lang=i&nextAction=lnk&indexSearch=AU&exprSearch=MARTINEZ+JUSTE,+SERGIO
http://www.scielo.org.mx/cgi-bin/wxis.exe/iah/?IsisScript=iah/iah.xis&base=article%5Edlibrary&format=iso.pft&lang=i&nextAction=lnk&indexSearch=AU&exprSearch=MUNOZ+ESCOLANO,+JOSE+MARIA
http://www.scielo.org.mx/cgi-bin/wxis.exe/iah/?IsisScript=iah/iah.xis&base=article%5Edlibrary&format=iso.pft&lang=i&nextAction=lnk&indexSearch=AU&exprSearch=OLLER+MARCEN,+ANTONIO+M.
http://www.scielo.org.mx/cgi-bin/wxis.exe/iah/?IsisScript=iah/iah.xis&base=article%5Edlibrary&format=iso.pft&lang=i&nextAction=lnk&indexSearch=AU&exprSearch=ORTEGA+DEL+RINCON,+TOMAS
https://doi.org/10.12802/relime.17.2014
https://doi.org/10.1007/s40753-017-0068-z
https://doi.org/10.1007/s40753-017-0068-z

and where do we need to go? ZDM, 46(4), 507-515. https://doi.org/10.1007/s11858-014-
0615-x
Renkl, A. (2014). Learning from worked examples: How to prepare students for meaningful

problem solving applying science of learning in education: Infusing psychological science
into the curriculum. American Psychological Association.

Roorda, G., Vos, P. y Goedhart, M. (2015). An actor-oriented transfer perspective on high school
students’ development of the use of procedures to solve problems on rate of change.
International Journal of Science and Mathematics Education, 13(4), 863-889.
https://doi.org/10.1007/s10763- 013-9501-1

Sadler, P.M. y G. Sonnert. (2018). The path to college calculus: The impact of high school

mathematics coursework. Journal for Research in Mathematics Education, 49(3), 292-329.
https://doi.org/10.5951/jresematheduc.49.3.0292
Sanjaya, A., Johar, R., Ikhsa, M. y Khairi. L. (2018). Students’ thinking process in solving

mathematical problems based on the levels of mathematical ability. Journal of Physics:
Conferences Series, 1088, 012116. https://doi.org/10.1088/1742-6596/1088/1/012116.
Sampieri, R. (2014). Metodologia de la Investigacion. Mc Graw Hill.
Schoenfeld, A. (1985). Mathematical Problem Solving. Academic Press.

Sevimli, E. (2017). Understanding students’ hierarchical thinking: a view from continuity,
differentiability and integrability. Teaching Mathematics and its Applications, 37(1),1-16.
https://doi.org/10.1093/teamat/hrw028

Siti, Y. (2019). Analysis of difficulty learning calculus subject for mathematical education

students, International Journal of Scientific & Technology Research, 8(3), 80-84.

Swidan, O. y Yerushalmy, M. (2014). Learning the indefinite integral in a dynamic and interactive
technological environment. International Journal on Mathematics Education, 46(4), 517-
531. https://doi.org/10.1007/s11858-014-0583-1

Tallman, M., Carlson, M., Bressoud, D. y Pearson, M.A. (2016). Characterization of calculus I

final exams in U.S. colleges and universities. International Journal of Research in
Undergraduate Mathematics Education, 2(1), 105-133. https://doi.org/10.1007/s40753-015-
0023-9

Verschaffel, L., Van Dooren, W., Greer, B. y Mukhopadhyay, S. (2010). Reconceptualising Word
Problems as Exercises in Mathematical Modelling. Journal fur Mathematik-Didaktik, 31(1),

130


https://doi.org/10.1007/s10763-%20013-9501-1
https://doi.org/10.1088/1742-6596/1088/1/012116

9-29. https://doi.org/10.1007/s13138-010-0007-x

Vila, A. (1995). ;(Problemas de matematicas? ¢Para qué? una contribucion al estudio de las

creencias de profesores/as y alumnos/as. Actas de la VII JAEM (pp.32-37). Sociedad
Madrilefia de Profesores de Matematicas.

Vila, A.y Callejo, M.L. (2004). Matematicas para aprender a pensar. El papel de las creencias
en la resolucion de problemas. Narcea.

Vrancken, S.y Engler, A. (2014). Una Introduccidn a la derivada desde la variacion y el cambio:
resultados de una investigacion con estudiantes de primer afio de la universidad. BOLEMA:
Boletim de Educacdo Matematica, 28(48), 449-468. https://doi.org/10.1590/1980-
4415v28n48a22

Zandieh, M. (2001). A theoretical framework for analyzing student understanding of the concept
of derivative. CBMS. Issues in Mathematics Education, 8, 103-127.
https://doi.org/10.1090/cbmath/008/06

Zandieth, M. y Knapp, J. (2006). Exploring the role of metonymy in mathematical understanding

and reasoning. The concept of derivative as an example. Journal of Mathematical Behavior,
25(1), 1-17.

|31]


https://doi.org/10.1090/cbmath/008/06

PROBLEM SOLVING IN DIFFERENTIAL CALCULUS IN THE INITIAL TRAINING
OF MATHEMATICS TEACHERS

ABSTRACT

The objective of this research was to evaluate the level of achievement of initial training students,
in solving derivative application problems, according to types of mathematical problems that take
into account the nature and context in which a problem is posed. A descriptive study with a
quantitative method was designed in two mathematics pedagogy courses at two Chilean
universities. The results indicate the existence of knowledge gaps, which limit the possibilities of
adequately solving situations cognitively non-trivial problems of Differential Calculus, as well as
certain contexts, with an important exception of routine purely mathematical context problems,
which exclusively evoke to mathematical objects and their relationships, and routine problems
with fantasy contexts, which captured the interest of the students and achieved a very effective
resolution. Although these problems are not based on reality, they are constructed using situations
that students recognize in their daily lives.

Keywords: Types of problems; Derivatives; Nature and context; Non-routine problems;
Mathematics pedagogy.

RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM CALCULO DIFERENCIAL NA FORMACAO
INICIAL DE PROFESSORES DE MATEMATICA

RESUMO

O objetivo desta investigacdo foi avaliar o nivel de aproveitamento dos alunos da formacao inicial,
na resolucdo de problemas de aplicacdo derivada, de acordo com tipos de problemas matematicos
que tém em conta a natureza e o contexto em que um problema é colocado. Um estudo descritivo
com método quantitativo foi desenvolvido em dois cursos de pedagogia matematica de duas
universidades chilenas. Os resultados indicam a existéncia de lacunas de conhecimento, que
limitam as possibilidades de resolver adequadamente situacdes cognitivamente ndo triviais
problemas de Célculo Diferencial, bem como certos contextos, com uma importante excecdo de
problemas de contexto puramente matematicos rotineiros, que evocam exclusivamente objetos
matematicos e seus relacionamentos e problemas rotineiros com contextos de fantasia, que
captaram o interesse dos alunos e alcangaram uma resolugdo muito eficaz. Embora esses
problemas nao sejam baseados na realidade, eles sdo construidos a partir de situacfes que os alunos
reconhecem em seu cotidiano.

Palavras-chave: Tipos de problemas; Derivados; Natureza e contexto; Problemas ndo rotineiros;
Pedagogia matematica.
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Capitulo 2

PROPONIENDO UN CURRICULO MATEMATICO
TRIVIUM PARA LOS CURSOS DE FORMACION
DE PROFESORES DE MATEMATICA DESDE LA

PERSPECTIVA DE LA ETNOMODELACION?

Milton Rosa
Daniel Clark Orey

RESUMEN

Es necesario difundir la discusion relacionada al Curriculo Trivium desde la perspectiva de la
Etnomodelacion con el contexto de la Educacion Matematica para los futuros profesores de
Matematica. Es importante analizar los conceptos de literacia, materacia y tecnoracia,
considerando que la Matematica esta presente en la realidad y configurando la sociedad. El
conocimiento matematico mecanico e instrumental no es suficiente para desarrollar en los alumnos
una actitud critica y reflexiva con relacion a la propia realidad. Asi, la accién pedagdgica del
Curriculo Trivium posibilita el desarrollo de una actitud interrogante sobre el poder configurador
de la Matematica en la sociedad. La literacia es necesaria para capacitar a los alumnos a utilizar
las sefiales y los codigos para responder a las demandas de las actividades diarias, asi como para
comprender, entender y organizar el propio mundo con la comprension de las informaciones
trasmitidas por diferentes medios. La materacia es la capacidad de los alumnos para utilizar los
simbolos, los cédigos y el razonamiento matematico para que puedan sugerir ethomodelos y
utilizarlos en la solucion de situaciones-problema cotidianas, asi como evaluar los resultados
obtenidos en sus resoluciones con la utilizacion de los recursos tecnologicos por medio de la
tecnoracia.

Palabras clave: Curriculum Trivium; Cursos de Formacion; Etnomodelacion; Matematica;
Profesores de Matemética.

3 Como citar: Rosa, M. y Orey, D.C. (2024). Proponiendo un Curriculo Matematico Trivium para los Cursos de
Formacion de Profesores de Matemética desde la Perspectiva de la Etnomodelacion. En M.D. Aravena-Diaz y D.
Diaz-Levicoy (Eds.), Modelacion matematica y resolucién de problemas: Retos y oportunidades (pp. 34-56). Centro
de Investigacion en Educacion Matematica y Estadistica, Universidad Catolica del Maule.
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CONSIDERACIONES INICIALES

En este capitulo proponemos una reflexion basada en el Curriculo Trivium (D’ Ambrosio, 1999)
compuesto por la literacia, materacia y tecnoracia, que hace posible el desarrollo de una accién
pedagogica dirigida a los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica, fundamentada en la
perspectiva de la Etnomodelacion, asi como en la elaboracion de etnomodelos que son
representaciones socioculturales de las situaciones-problema cotidianas contextualizadas en salas
de aula. En este sentido, Rosa y Orey (2017) argumentan sobre la importancia de que esa vision
innovadora del curriculo matematico esté valorizada en el Proyecto Pedagdgico de esos Cursos.

En ese curriculo matematico, la literacia es la capacidad que los alumnos tienen para
procesar las informaciones presentes en su dia a dia; la materacia es la capacidad que los alumnos
tienen para interpretar y analizar las sefiales y los codigos de manera que propongan etnomodelos
para que puedan encontrar soluciones a los problemas enfrentados diariamente mientras la
tecnoracia es la capacidad que los alumnos tienen para utilizar y combinar los diferentes
instrumentos materiales y tecnoldgicos para auxiliarlos en la solucién de las situaciones-problema
propuestas en sala de aula.

A partir de esa perspectiva, las situaciones-problema relacionadas con la vida diaria pueden
ser contextualizadas, posibilitando que los futuros profesores de Matematica se comprometan con
el desarrollo del pensamiento matematico critico y reflexivo, que esta mas alla de la experiencia
ofrecida por la escuela tradicional en su practica docente, pues busca promover su conexion con
los saberes y haceres locales encontrados en la propia comunidad (Rosa y Orey, 2017).

Para English (2006), esos alumnos precisan estar expuestos a las situaciones-problema que
cuantifican informaciones cualitativas encontradas en el propio contexto sociocultural. Por esto,
Rosa y Orey (2017) afirman que la Etnomodelacion posibilita que esos alumnos se conciencien
sobre las diferentes maneras de matematizar los problemas contextualizados en el ambiente escolar
al lidiar con situaciones curriculares que incluyan la utilizacion del Curriculo Trivium, asi como
la elaboracion de etnomodelos.

Por consiguiente, es importante que los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica
discutan sobre la naturaleza colaborativa de la Etnomodelacion, buscando proporcionar la
reflexion de los futuros profesores sobre su practica docente, permitiendo las deliberaciones
individuales o en grupo sobre la implantacion practica de acciones pedagdgicas y estrategias de

ensefianza alternativas para el proceso de ensefianza y aprendizaje en Matematica (Rosa y Orey,
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2017).

Para Orey y Rosa (2021), este andlisis diagndstico y reflexivo de la documentacion del
proceso formativo propicia en los futuros profesores la confianza y la autoeficacia necesarias para
que defiendan las multiples dimensiones de la préactica docente por medio de acciones que pueden
ser consideradas insubordinadas y creativas.

La Etnomodelacion emergié como una respuesta a las nuevas demandas sociales vy,
también, como una construccién cultural que esta enraizada en las representaciones de los
acontecimientos cotidianos por medio de la utilizacion de una diversidad de instrumentos
matematicos que son elaborados para auxiliar a los futuros profesores de Matematica en la
explicacion, comprension, entendimiento y representacion de los fendmenos que ocurren en la
vida diaria al conectar los contenidos matematicos relacionados con las situaciones-problema
escolares de aprendizaje a los contextos locales de sus comunidades (Rosa y Orey, 2013).

Es importante destacar que, para Orey y Rosa (2021), en la Educacion Matematica, ese
enfoque educacional estd considerado como la antitesis de los modelos tradicionales de oferta de
Cursos de Formacion de Profesores de Matematica, teniendo en cuenta que busca el desarrollo de
una accion pedagdgica dirigida hacia el trabajo pedagdgico enraizado en politicas escolares
marginales, como, por ejemplo, a los alumnos de raza negra, con deficiencias, con bajo
rendimiento escolar y provenientes de la clase trabajadora.

Sin embargo, ese enfoque educacional depende de la utilizacion de estrategias y técnicas
de ensefianza y aprendizaje en Matematica que son elaboradas por un grupo de profesionales
provenientes, prioritariamente, de la clase media blanca, que tienen dificultades para comprender
las experiencias y las vivencias de alumnos provenientes de otros grupos culturales (Gutiérrez,
2012). En ese caso, los futuros profesores pueden ser considerados como profesionales
insubordinados y creativos, que por medio de su practica pedagogica pueden utilizar alternativas
didacticas innovadoras que pueden alcanzar mejores resultados para el bien comin de sus
comunidades (Orey y Rosa, 2021).

Consecuentemente, el principal objetivo de este capitulo es reflexionar sobre el Curriculo
Trivium en los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica, que busca promover de manera
critica y reflexiva el desarrollo de instrumentos comunicativos, analiticos, materiales y
tecnoldgicos necesarios para la convivencia pacifica de los miembros de grupos culturales distintos

en la sociedad contemporanea del siglo XXI (D’ Ambrosio y D’ Ambrosio, 2013).
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Ese curriculo propone una accion pedagdgica que busca lidiar con la resolucion de
problemas, con el juicio critico y la sensibilidad cultural, que procuran valorizar y respetar los
contextos matematicos locales al abarcar formas distintas de pensar, razonar y conocer las
diferentes légicas matematicas y sus distintas visiones de mundo, cosmologias y paradigmas.

De acuerdo con Rosa (2010), esa accidn pedagogica tiene como objetivo deconstruir el
discurso matematico dominante al promover discusiones innovadoras sobre la naturaleza de la
Matemaética o su papel en el desarrollo de la humanidad. En este sentido, es preciso resaltar que la
accion pedagogica desarrollada en Cursos de Formacion de Profesores de Matematica promueva
la conexion entre el saber/hacer matematico local con el conocimiento matematico

escolar/académico por medio del Curriculo Trivium desde la perspectiva de la Etnomodelacion.

UN CURRICULO TRIVIUM PARA LA MATEMATICA: LA PERSPECTIVA DE LA
ETNOMODELACION EN LOS CURSOS DE FORMACION DE PROFESORES DE
MATEMATICA

Las salas de aula pueden ser consideradas como ambientes en los cuales los alumnos y profesores
aprenden a estudiar practicas matematicas inspiradas y desarrolladas desde la perspectiva de la
Etnomodelacion (Rosa y Orey, 2017), requiriendo una reconceptualizacion curricular que busque
el desarrollo de una accion pedagdgica para los futuros profesores de Matematica de Educacion
Basica.

Asi, el objetivo de la Etnomodelacion esta relacionado con el desarrollo de competencias
y habilidades de los alumnos por medio del estudio de las ideas, procedimientos y practicas
matematicas conectadas con su propio contexto sociocultural, enfatizando la importancia de la
comunidad en relacion con el ambiente educacional al conectar la Matematica escolar/académica
a las précticas culturales desarrolladas y utilizadas localmente (Rosa y Orey, 2010).

Por ejemplo, los resultados del estudio dirigido por Rosa y Orey (2016) destacan que la
propuesta de la Etnomodelacion y del Curriculo Trivium para los Cursos de Formacién de
Profesores de Matematica esta en sintonia con las principales tendencias actuales de la Educacion
Matematica, considerando que los futuros profesores de esta disciplina pueden desarrollar
habilidades especificas para investigar las ideas y las practicas matematicas locales que son
desarrolladas fuera del contexto escolar, para exponerlas pedagdgicamente a los alumnos por

medio de la elaboracién de actividades contextualizadas en la comunidad escolar.
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Por esto, para Orey y Rosa (2021), esa accion pedagdgica puede ser considerada como un
acto de resistencia y, en general, un desafio a la autoridad instituida, que se opone al desarrollo del
bien comdn de alumnos provenientes de grupos minoritarios y marginados por su exclusion del
sistema escolar por medio del uso de politicas educacionales discriminatorias.

En esa orientacion, la accion pedagogica propuesta por la Etnomodelacion proporciona un
equilibrio al curriculo matematico por medio de un enfoque sociocultural con la propuesta de
actividades contextualizadas que posibilitan el desarrollo de un andlisis holistico del contexto
educacional, pues muchos procedimientos escolares abarcan el uso de técnicas, estrategias y
practicas presentes en el ambiente sociocultural de los alumnos (Chieus, 2004).

El principal objetivo de esa propuesta curricular esta relacionado con la transformacién de
la Matematica en un terreno del conocimiento vivo y vinculado a situaciones reales en el tiempo
y en el espacio, que haga posible a los alumnos analizar criticamente y reflexionar sobre fendmenos
que ocurren en la vida diaria (D’ Ambrosio, 1999). De acuerdo con este enfoque, la comunidad
escolar se vuelve un ambiente propicio para el desarrollo de una accion pedagogica de los
profesores que utilizan los contenidos matematicos necesarios para el desarrollo del curriculo
basandose en las actividades realizadas localmente (Damazio, 2004).

Por ejemplo, en el estudio realizado en una comunidad de horticultores en Brasil, Bandeira
y Lucena (2004) investigaron las ideas, los procedimientos y las practicas matematicas presentes
en la produccidon y comercializacion de hortalizas. Esta investigacion reveld conocimientos
matematicos especificos producidos por los horticultores, que eran diferentes de los codigos
matematicos utilizados en las escuelas. Los resultados de este estudio muestran que los alumnos
se concienciaron sobre la existencia de lenguajes matematicos distintos con relacién a los
procedimientos para contar que son utilizados en la comunidad y en la escuela.

En ese sentido, Rosa y Orey (2006) afirman que los miembros de ese grupo comparten el
dominio de las practicas matematicas relacionadas con la materacia que se concentran en su
capacidad de utilizar ideas y procedimientos matematicos desarrollados localmente que son
aplicados en el propio contexto sociocultural. De este modo, Bandeira y Lucena (2004)
argumentan que el conocimiento matematico adquirido localmente por los horticultores de ese
grupo cultural especifico estaba relacionado con el desarrollo de su propia materacia, que ayudo a
los alumnos a comprender la conexidon entre la escuela y el conocimiento matematico local.

Ese contexto destaca que un presupuesto importante de la Etnomodelacion es alertar a los
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profesores sobre cuales aspectos culturales de la Matematica, que estan enraizados en las practicas
comunitarias, pueden ser pedagdgicamente trabajados en las salas de aula. Este enfoque ayuda a
los alumnos a superar el uso de técnicas operatorias y la memorizacion de formulas por medio de
una accion educativa que posibilita el desarrollo de estrategias distintas y el acceso a las diversas
representaciones matematicas (Rosa y Orey, 2017).

Esos enfogues hacen posible la propuesta de una accién pedagdgica dirigida a los Cursos
de Formacion de Profesores de Matemética que estd relacionada con los sistemas de
conocimientos matematicos vinculados al dia a dia de los miembros de grupos culturales distintos,
como, por ejemplo, los futuros profesores de Matematica, pues contienen ideas, procedimientos y
practicas matematicas que pueden ser matematizados y traducidos entre sistemas de conocimientos
matematicos distintos (Rosa y Orey, 2006).

Desde esa perspectiva, los miembros de esos grupos desarrollan diferentes tipos de
matematizacién, que son formas distintas de conocer y utilizar el conocimiento matematico para
comprender y entender el propio ambiente cultural, social, politico, econémico, ambiental y
natural. Por consiguiente, los miembros de esos grupos desarrollaran, en el curso de la historia,
maneras distintas de matematizar sus propias realidades (D’ Ambrosio, 2001).

Asi, la matematizacion es un proceso por el cual los futuros profesores de Matematica
pueden utilizar herramientas matematicas que posibilitan la organizacion, el analisis, la
comprension, el entendimiento y la resolucién de problemas especificos que estan presentes en el
propio contexto sociocultural. Estas herramientas permiten la identificacion y la descripcion de
ideas, procedimientos y practicas matematicas que tienen por objeto ayudarlos en la
esquematizaciéon, formulacion y visualizacion de un determinado problema de maneras diferentes,
propiciando el descubrimiento de relaciones y regularidades (Rosa y Orey, 2013).

Ese contexto posibilita la transferencia de un problema del mundo real para la sala de aula
por medio de etnomodelos que son elaborados durante el proceso de matematizacion. Este enfoque
permite que la matematica sea reinventada en el trabajo con situaciones que estén vinculadas a los
problemas vivenciados cotidianamente por los miembros de grupos culturales distintos (Rosa y
Orey, 2006).

Esa accidn pedagdgica promueve el desarrollo de la matematizacion de la propia realidad
de los alumnos, que puede ser incentivada por los futuros profesores de Matematica en su practica

docente por medio de la elaboracion de etnomodelos, representaciones generadas a través de
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inferencias locales. En este contexto, Rosa, Orey y Gavarrete (2017) argumentan que uno de los
principales objetivos de esa accion pedagogica esta relacionado con su aplicacion en las practicas
pedagoOgicas docentes dirigidas al proceso de ensefianza y aprendizaje en Matematica
fundamentado en la perspectiva de la Etnomodelacion.

De acuerdo con Rosa y Orey (2017), los futuros profesores de Matematica pueden ser
estimulados para el uso de sus propios modos de matematizar la realidad al valorizar las
caracteristicas socioculturales de los alumnos en su practica docente. Asi, la distinta formacion
cultural de los alumnos debe ser respetada para apoyarlos en la cimentacion de su confianza en la
construccién de los propios conocimientos matematicos.

Este enfoque promueve la dignidad cultural de los alumnos al percibir que sus raices
socioculturales estan incorporadas a la actuacion pedagdgica desencadenada en salas de aula. De
esta manera, la matematizacion también busca promover la confianza de los alumnos, pudiendo
atenuar sus percepciones negativas con relacion a la Matematica.

Es importante destacar que la matematizacion es una de las etapas mas importantes en el
proceso de la Etnomodelacion, pues posibilita la traduccion de un determinado problema o
situacion para el lenguaje de la Matematica escolar/académica y viceversa, asi como describe el
proceso de elaboracion de etnomodelos relacionados con los sistemas matematicos locales que
pueden ser traducidos por medio de representaciones matematicas escolares (Cortes, 2017).

En consecuencia, para Rosa y Orey (2016), la Etnomodelacién propicia el desarrollo
matematico curricular de los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica, pues incentiva,
promueve y desarrolla el estudio de las ideas, procedimientos y practicas matematicas locales,
encontradas en diversos contextos culturales que estan en concordancia con el conocimiento local
(émico) de sus miembros.

Por consiguiente, en la accion pedagdgica de la Etnomodelacion propuesta para los Cursos
de Formacién de Profesores de Matematica, los futuros profesores de ese componente curricular
analizan, interpretan y desarrollan sus etnomodelos y estrategias al utilizar los propios argumentos
matematicos. Estas competencias se relacionan con el proceso de matematizacion y, también, con
la madurez de los alumnos para que puedan analizar esas representaciones, asi como reflexionar
criticamente sobre ese proceso (Orey y Rosa, 2021).

Por tanto, existe la necesidad de que los futuros profesores de Matematica desarrollen

competencias y habilidades que los ayuden en la comprension de la naturaleza de la Matematica
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como una ciencia, incluyendo sus aspectos socioculturales e historicos, asi como la comprension
de su carater interdisciplinar con otros campos del conocimiento.

Esta accion pedagogica requiere la elaboracion de actividades enraizadas en las vivencias
diarias, como, por ejemplo, la identificacion de préacticas matematicas locales, la esquematizacion,
la formulacion y la visualizacion de problemas, pues pretende el descubrimiento de relaciones y
regularidades y del reconocimiento de semejanzas entre fendbmenos diversos.

Siendo asi, es necesario que los futuros profesores de Matematica se conciencien sobre el
conocimiento matematico proveniente de practicas sociales consecuencia de las relaciones
culturales relacionadas con la resolucion de problemas en contextos distintos. Este enfoque
holistico posibilita que los alunos involucrados en ese proceso estudien la Matematica como un
sistema de conocimiento humanista que esta sacado de la propia realidad, que hace posible la
comprension de todos sus componentes, asi como su interrelacion (D’ Ambrosio, 2001).

Esa perspectiva muestra que la Etnomodelacion es una metodologia cientifica que se
caracteriza por la organizacion de estrategias de ensefianza y aprendizaje que tienen como objetivo
la reorganizacion del curriculo matematico para atender las demandas de la sociedad glocalizada®
(Rosa y Orey, 2017). De manera que, para desarrollar su sensibilidad cultural y preparar a esos
alumnos para la plena participacion en la sociedad es necesaria su participaciéon activa en las
actividades curriculares matematicas que estén vinculadas a las experiencias del mundo que
vivencian.

En ese contexto, se espera que la Educacion Matemaética capacite a los futuros profesores
de Matematica para utilizar los instrumentos comunicativos y que puedan lidiar de una manera
critica y reflexiva con los instrumentos analiticos. Ese contexto pretende promover la
concienciacion de esos alumnos sobre la conveniencia de los instrumentos tecnoldgicos, que son
esenciales para el ejercicio de los derechos y deberes necesarios para la practica de la ciudadania

y la lectura critica y reflexiva de los fendmenos que ocurren en sus comunidades.
Literacia como la utilizacion de instrumentos comunicativos

La literacia puede ser definida como la capacidad de los alumnos para leer y escribir, pero en las

“En la sociedad glocalizada hay un mejor entendimiento del dinamismo cultural entre los conocimientos local y global,
pues promueve maneras distintas para conectar las caracteristicas locales (micro) a las de gran escala (macro) de la
sociedad al promover la valorizacidn y el respeto a las diferencias presentes en la sociedad (Rosa y Orey, 2017).
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sociedades glocalizadas y tecnologicas de la actualidad existe la necesidad de difundir este
concepto para incluir las competencias y habilidades necesarias para que esos discentes puedan
trabajar con las caracteristicas cuantitativas y cualitativas de la informacién y de la tecnologia
(D’ Ambrosio, 2001).

Igualmente, la literacia esta relacionada con la habilidad que los alumnos desarrollan para
que puedan procesar las informaciones que ocurren en su vida diaria, buscando la resolucion de
situaciones-problema cotidianas al aplicar las técnicas de lectura, escritura, representacion y
calculo, asi como la utilizacién de diversos medios de comunicacién y la internet (D’ Ambrosio,
1999).

Por consiguiente, para D’Ambrosio (1999), la literacia puede ser entendida como la
capacidad que los miembros de grupos culturales distintos desarrollan para procesar, entender y
comprender las informaciones disponibles en el dia a dia. Estas informaciones incluyen la
verificacion de precios, de horarios y cronogramas con la utilizacion de las unidades de medida y
de las operaciones matematicas. Asi, Rosa y Orey (2015) afirman que la literacia es un proceso
que faculta a los alumnos a administrar con éxito sus rutinas diarias, asi como para tener acceso a
las informaciones disponibles diariamente en diferentes medios. La literacia también oferece los
instrumentos comunicativos que ayudan a los alumnos a convertirse en ciudadanos participantes
y activos en la sociedad.

Para D’ Ambrosio (2008), con relacion a las practicas pedagdgicas, es necesario que las
actividades curriculares relacionadas a los estudios socioculturales se inicien con la historia de la
familia de los alumnos y de la comunidad con el objetivo de buscar su identidad social y cultural.
Para Rosa y Orey (2015), ese concepto puede ser aplicado al curriculo matematico, considerando
que los profesores pueden iniciar su actividad pedagdgica con el contexto sociocultural de los
alumnos, a fin de examinar las ideas, procedimientos y practicas matematicas locales en el proceso
de ensefianza y aprendizaje en Matematica.

Segun los supuestos de la Etnomodelacién, la literacia es entendida como la integracion
del contexto escolar y del de la comunidad por medio de la dindmica cultural del encuentro entre
culturas distintas. Este dinamismo cultural posibilita a los alumnos cambiar conocimientos
escolares y comunitarios al procesar informaciones verbales (escritas y habladas), corporales y
mediaticas que son originadas en el propio contexto cultural de sus comunidades (Rosa y Orey,

2013). Con esa perspectiva, los futuros profesores de Matematica pueden mediar entre los alumnos
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de Educacion Basica en la seleccion de un tema por medio del didlogo, de la discusion y del debate.
Los temas pueden ser de naturaleza general, posibilitando a esos alumnos la investigacion
matematica y la creatividad, que estan enraizadas en el propio contexto sociocultural.

De ese modo, la implementacion de la Etnomodelacion en salas de aula debe estar
precedida de una investigacion etnografica de las ideas, procedimientos y practicas matematicas
presentes en los sistemas socioculturales de la comunidad escolar y que pueden estar relacionados
con objetivos del proceso de ensefianza y aprendizaje encontrados en las escuelas (Rosa y Orey,
2010).

Inmediatamente después de la creacion de un banco de datos, esos alumnos inician su
busqueda de informaciones y modelos con el fin de familiarizarse con el tema elegido y, también,
con su historia. Este enfoque puede ayudarlos a responder a su pregunta o tema investigado. En el
desarrollo de este proceso, el incentivo de los profesores es fundamental para ayudar a los alumnos
en la eleccion de un tema amplio que sea motivador y representativo de la comunidad escolar
(Rosa 'y Orey, 2013).

A continuacién, Rosa 'y Orey (2017) destacan la importancia de que los profesores discutan
con los alumnos los temas propuestos con el objetivo de agruparlos en categorias, como, por
ejemplo, industria, agricultura, economia, ecologia, politica, inflacion, crecimiento urbano,
consumo, medicina, tecnologia, produccion, polucion, elecciones, politicas educacionales, salud y
medioambiente.

Entonces, los alumnos interactuan con el tema elegido, recogiendo datos por medio de
trabajos de campo, asi como al buscar el topico en Internet, bibliotecas escolares y digitales, libros,
revistas y periodicos especializados, asi como al entrevistar a especialistas en la tematica
investigada. El acceso a los datos cualitativos y cuantitativos es importante para ayudar a los
alumnos en la formulacidn de las cuestiones relacionadas al tema elegido (Rosa y Orey, 2015).

Es importante resaltar que ese enfoque posibilita que los alumnos desarrollen sus
capacidades de comunicarse de diferentes formas, como, por ejemplo, la visualizacién, el uso de
los lenguajes verbal y corporal y de los recursos mediaticos, asi como a través de sefiales, codigos,
numeros y simbolos (D’Ambrosio y D'Ambrosio, 2013). Con ese enfoque, los alumnos analizan,
interpretan, comprenden, procesan, entienden y responden a los estimulos ofrecidos por el estudio
de los fendmenos modernos. Estas competencias se relacionan con el desarrollo de los

instrumentos comunicativos de la literacia.

|43 |



Ese proceso ayuda a los alumnos en la adquisicion y en el desarrollo de aptitudes y
habilidades relacionadas con la literacia por medio de la utilizacién de diferentes formas de
comunicacion: a) medios antiguos como los libros, la radio, la television y el periodico, b) medios
nuevos, como los blogs, youtube, los podcasts y ¢) medios sociales, como twitter, facebook y el
podcamp. Estos medios diversos ayudan a los alumnos a comprender la comunicacion oral, escrita
y gestual en su sentido més amplio (D’ Ambrosio y D’ Ambrosio, 2013).

Actualmente, de acuerdo con Rosa y Orey (2015), la conceptualizacion de literacia es mas
amplia, pues también incluye las competencias relacionadas con la materacia, como, por ejemplo,
la interpretacion de graficos y tablas, asi como la comprension del lenguaje condensado de codigos
y nameros, que pueden ser alcanzados por medio del uso de recursos tecnolégicos como las
calculadoras y los computadores. Este enfoque puede desencadenar acciones transformadoras en
la comunidad escolar.

Por ejemplo, los resultados del estudio realizado por Bandeira y Lucena (2004) revelan
ideas matematicas asociadas a un grupo cultural especifico, como la técnica del “par de cinco”,
que estd presente en las actividades de produccién y comercializacion de hortalizas de una
comunidad de horticultores en el estado de Rio Grande do Norte, Brasil. Este estudio evidencia la
importancia de utilizar los propios conocimientos matematicos como un elemento que potencia el
proceso productivo y la preparacién para la comercializacion. En consecuencia, se revelaron
conocimientos matematicos especificos desarrollados por los horticultores, a menudo en un codigo
diferente al cdigo de las matematicas escolares. Asi, la alfabetizacion es la capacidad que tienen
los estudiantes para procesar y utilizar la informacion presente en su vida diaria mediante la
aplicacién de técnicas y estrategias de lectura, escritura, lo que representa el calculo y el uso de

diversos medios de comunicacion e internet, destacando su conexion con la literacia.
Materacia como la utilizacion de instrumentos analiticos

Para D’ Ambrosio (1999), la materacia se relaciona con el conocimiento y la destreza que les son
exigidos a los futuros profesores de Matematica para ayudar a los alumnos en la localizacion y
utilizacion de las informaciones contenidas en documentos escritos, como, por ejemplo, mapas,
diagramas, esquemas, programaciones, periodicos, revistas y libros, para que puedan procesar las
informaciones que hagan posible la resolucion de diferentes tipos de problemas.

Este enfoque valoriza el aprendizaje de conceptos matematicos que pueden ayudar a esos
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alumnos a explicar, aprender, comprender y entender como lidiar de modo critico y reflexivo con
las situaciones-problema enfrentadas cotidianamente (D’ Ambrosio, 1999).

En ese contexto, la materacia se refiere a las habilidades que permiten a esos alumnos el
desarrollo del razonamiento I6gico y matematico utilizado en una variedad de contextos. Este
enfoque describe la capacidad de la utilizacion del conocimiento matematico para resolver
problemas de la vida real, aplicando el sentido numérico, las operaciones numéricas y la
interpretacion de informaciones estadisticas (D’ Ambrosio, 1999).

La materacia puede ser entendida como la capacidad de los alumnos para interpretar y
gestionar los simbolos y los codigos, asi como elaborar ethomodelos provenientes de la vida
cotidiana. La materacia posibilita que los alumnos encuentren soluciones para los problemas
enfrentados en su vida diaria al abstraer su resolucion por medio de representaciones de los
sistemas sacados de la realidad (Rosa y Orey, 2017).

Para Zevenbergen (2002), ese enfoque busca ayudar a los alumnos en el desarrollo de su
competencia estadistica, que es el desarrollo de la capacidad de recoger, leer, comprender,
proponer hipotesis, inferir, producir e interpretar los datos con el objetivo de evaluar su validez,
buscando la toma de decision.

Asi, la capacidad de matematizar problemas es esencial para el desarrollo de la materacia,
pues es una forma de organizarlos utilizando las ideas y los conceptos matematicos para la
elaboracion de los etnomodelos. Este enfoque ayuda a los profesores a organizar las actividades
curriculares que orientan a los alumnos en la utilizacion de sus conocimientos tacitos,
competencias y habilidades para descubrir regularidades, relaciones y estructuras desconocidas
(Cortes, 2017).

Ese contexto permite que la materacia proporcione los instrumentos simbélicos y analiticos
que ayudan a los alumnos en el desarrollo de su creatividad, posibilitando la comprension y la
resolucion de problemas y situaciones diversas (D’Ambrosio y D’Ambrosio, 2013). En este
proceso, la materacia realiza un analisis de las relaciones entre las variables consideradas
esenciales para la comprension de los fenomenos estudiados, por medio de la elaboracion de
etnomodelos a partir de contenidos matematicos conocidos y desconocidos (Rosa y Orey, 2010).

Desde la perspectiva de la Etnomodelacion, la materacia puede ser descrita como el
dominio de habilidades, estrategias, procedimientos, técnicas y competencias que pueden capacitar

a los alumnos por medio de actuaciones pedagogicas en salas de aula propuestas por los futuros
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profesores de Matematica con relacion a las maneras como los miembros de grupos culturales
distintos explican sus creencias, tradiciones, mitos, simbolos y conocimiento cientifico y
matematico por medio de la incorporacion de etnomodelos relativos a las simulaciones
matematicas escolares y comunitarias (D’ Ambrosio, 2017).

Ahora bien, es importante destacar que el énfasis en los ethomodelos no ocurre en torno de
una técnica particular o de una teoria especifica, considerando que su interpretacion puede ser
realizada culturalmente, socialmente, analiticamente, geométricamente, graficamente,
algebraicamente o por medio de la utilizacion de saberes y haceres matematicos desarrollados en
contextos socioculturales distintos. Es importante destacar que, frecuentemente, los etnomodelos
estan desarrollados de acuerdo con los conocimientos matematicos y tecnoldgicos utilizados por
los miembros de grupos culturales distintos (Rosa y Orey, 2010).

Por consiguiente, la materacia se convierte en un componente esencial de la
Etnomodelacion, pues conecta el contenido matematico relacionado con las situaciones escolares
a los contextos de aprendizaje fuera de las escuelas. Este ambiente requiere técnicas de resolucion
de problemas, y el juicio critico y reflexivo referentes a la comprension de saberes y haceres
locales. De esta manera, la materacia abarca las diferentes maneras de pensar, comprender y
entender el conocimiento matematico y sus utilizaciones en contextos socioculturales distintos.

Por otro lado, la materacia también puede ser definida como un proceso de reflexion critica
y reflexiva sobre la humanidad y la sociedad. Asi, la materacia no se refiere apenas al desarrollo
de habilidades matemaéticas, sino también de las competencias necesarias para que los alumnos
puedan interpretar y actuar en el contexto social, politico, ambiental y econdémico, que estan
estructurados por la matematica. En este sentido, la materacia promueve el desarrollo de
habilidades complejas de pensamientos y razonamientos matematicos que son utilizados en la
elaboracion de etnomodelos (Rosa y Orey, 2015).

Sin embargo, la solucion de esos etnomodelos requiere la utilizacion de técnicas y
estrategias matematicas que, la mayoria de las veces, no estan disponibles para los alumnos. En
este caso, es necesario que los profesores actien como mediadores del proceso de ensefianza y
aprendizaje, proveyendo a los alumnos de la utilizacion de estrategias matematicas y herramientas
tecnoldgicas necesarias para ayudarlos en la elaboracion de los etnomodelos propuestos en
situaciones contextualizadas.

Los etnomodelos pueden ser utilizados como un instrumento que hace posible la toma de
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decisiones al transformar el conocimiento matematico en un poder politico y sociocultural (Rosa
y Orey, 2017). Similarmente, la materacia puede ser utilizada como un instrumento para el
desarrollo de acciones politicas, que consideran la relacion entre la matematica, el ambiente
sociocultural y los curriculos, buscando el desarrollo de la ciudadania de los alumnos y su
actuacion en la sociedad (D’Ambrosio, 1999).

En ese sentido, es necesario definir los procedimientos y las estrategias necesarias para la
elaboracion de etnomodelos basados en las habilidades de los alumnos relacionadas con el uso de
cddigos y simbolos, que pueden ser considerados como factores socioculturales vinculados a los
acontecimientos y hechos encontrados en la vida cotidiana (D’ Ambrosio, 2008).

De ese modo, el desarrollo de ethomodelos esta provocado por la interpretacion de esos
cddigos y métodos, posibilitando que los alumnos sean capaces de comprender y entender los
problemas y situaciones enfrentados en sus contextos socioculturales. Sin embargo, existe la
necesidad de subrayar que los procedimientos, los codigos y los métodos matematicos no son
universales ni permanentes, pues estan enraizados en las practicas matematicas locales (Rosa y
Orey, 2017).

Por ejemplo, la materacia posibilita la elaboracion de etnomodelos que representan las
situaciones-problema concretas que acontecieron a lo largo de la historia. En consecuencia, los
etnomodelos estan estructurados segun sus propios cédigos, simbologias y métodos por medio de
la utilizacion de un lenguaje especifico que es utilizado para describir el mundo por medio de
aproximaciones de la realidad (Rosa y Orey, 2013). Entonces, la materacia permite una
comprension de hechos y fenGmenos que tiene como objetivo una reflexion mas profunda sobre la
sociedad (D’ Ambrosio y D’Ambrosio, 2013) por medio de la elaboracion de etnomodelos.

En ese contexto, D'Ambrosio (2001) afirma que la materacia esta relacionada con la
aplicacion critica y reflexiva de conocimientos y procedimientos matematicos por medio de la
utilizaciéon de herramientas matematicas, como, por ejemplo, numéricas, estadisticas,
probabilisticas y de medicidn para resolver situaciones concretas y complejas, vinculandolas a la
necesidad del desarrollo de la ciudadania en una sociedad glocalizada.

Por ejemplo, los resultados del estudio realizado por Bassanezi (2002) muestran que los
profesores determinaron el volumen de las barricas (barriles) de vino aplicando procedimientos y
técnicas matematicas aprendidas por los antepasados de los productores de vino que llegaron a esa

region de Brasil como inmigrantes italianos a principios del siglo XX. A traves de la ensefianza,
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estos docentes interpretan y analizan signos, signos y codigos propios de la cultura de los endlogos,
con el objetivo de proponer etnomodelos para encontrar soluciones a los problemas que enfrentan

en su vida diaria, destacando su conexion con la materacia.
Tecnoracia como la utilizacion de instrumentos materiales y tecnoldgicos

La tecnoracia es la habilidad que los alumnos pueden desarrollar con la ayuda de los futuros
profesores de Matematica para que puedan utilizar criticamente y combinar los diferentes recursos
tecnoldgicos, de los mas simples a los m&s complejos, asi como evaluar sus posibilidades y
limitaciones para atender sus necesidades en varias situaciones cotidianas. Asi, la tecnoracia puede
ser considerada como la familiaridad critica y reflexiva de los alumnos con las tecnologias
(D’ Ambrosio, 1999).

Con esa perspectiva, el desarrollo de la tecnoracia por los alumnos posibilita el uso de los
instrumentos materiales para que puedan evaluar las diversas formas de presentar y representar las
ideas, procedimientos y practicas matematicas a través de recursos tecnoldgicos, asi como evaluar
la razonabilidad de los resultados obtenidos y de su contextualizacion (Rosa y Orey, 2015).

Como la sociedad glocalizada es altamente tecnologica, la tecnoracia tiene un papel
importante para ayudar a los alumnos a actuar sobre el mundo utilizando las herramientas
tecnoldgicas para resolver los problemas enfrentados diariamente. La importancia del
conocimiento tecnolégico se manifiesta en la necesidad de que los alumnos resuelvan las
situaciones-problema propuestas en las salas de aula. Asi, la tecnoracia puede ser entendida como
la utilizacién de diferentes herramientas tecnolégicas que incluyen las calculadoras, los
computadores, los softwares, los programas computacionales y los simuladores (D’Ambrosio,
2008).

Desde la perspectiva de la Etnomodelacion, la tecnoracia puede ser considerada como un
elemento importante del conocimiento cientifico, asi como su cosificacion por medio de artefactos
tecnoldgicos posibilita la traduccién de practicas matematicas locales, del mismo modo que la
comprension de las maneras de lidiar con las cuestiones naturales, sociales, culturales, politicas,
ambientales y econdémicas. Estos ambientes promueven la incorporacion de diversos modos de
explicaciones, creencias, tradiciones, mitos y simbolos en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de Matematica (Rosa y Orey, 2013).

En ese proceso, es necesario que los futuros profesores de Matematica desarrollen su critica
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para que puedan reflexionar de manera holistica sobre las consecuencias de la utilizacién
inadecuada de los recursos tecnologicos. Por ejemplo, la responsabilidad en el consumo a través
de la comprension de los recursos tecnoldgicos es una de las estrategias pedagdgicas mas
importantes para el desarrollo de la tecnoracia (D’ Ambrosio, 2008).

En ese sentido, los alumnos pueden desarrollar y elaborar etnomodelos para utilizarlos en el
estudio y en la solucién de problemas relacionados con la polucion urbana (residuos residenciales
e industriales) y ambientales (aire, agua, suelo, sonido y vision) por medio del empleo de recursos
tecnoldgicos. También es importante que los profesores preparen a los alumnos para ser futuros
productores de tecnologias, asi como para concienciarse de que sus productos estén orientados a
finalidades de caracter positivo (Rosa y Orey, 2017).

Segiin D’ Ambrosio (2017), la etnomodelacion plantea una propuesta politica inserta en la
ética, que tiene como objetivo la valorizacion y el respeto a la dignidad cultural de los miembros
de grupos culturales distintos. Con el avance de la tecnologia, la Matematica desarrolld su poder
de proyectar la realidad, moldeando el futuro. No obstante, son innegables los beneficios y las
posibilidades en relacion con la utilizacion de tecnologias con el objetivo de promover el bien
comun y la calidad de vida.

Es importante resaltar que, para Orey y Rosa (2021), los debates sobre la importancia de la
diversidad cultural en el curriculo matematico, en los Cursos de Formacion de Profesores de
Matematica, buscan despertar y/o renovar el interés de la academia por el debate local (émico)-
global (ético). Esta discusion muestra la necesidad de las interpretaciones matematicas
desarrolladas por los miembros de culturas distintas que desafian los presupuestos tradicionales de
la Matematica, considerando que promueven la elaboracién de una base tedrica que pretende
comprender el desarrollo de ideas, procedimientos y practicas matematicas desarrolladas en
contextos socioculturales distintos.

Consecuentemente, esa propuesta de esa reconceptualizacion curricular presenta una
proposicion innovadora para la accion pedagogica de la Matematica a partir del Curriculo Trivium,
compuesto por la literacia, materacia y tecnoracia, fundamentado en la perspectiva de la
Etnomodelacion. En este sentido, D’ Ambrosio (1999) afirma que la principal contribucion de ese
curriculo a la Educacion esta relacionada con la busqueda de la eliminacion de la desigualdad
sociocultural y de las violaciones de la dignidad humana, pues ese es el primer paso para alcanzar

la justicia social.
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Por ejemplo, los resultados del estudio obtenido por Cortes (2017) consideraron el
conocimiento matematico tanto local como escolar, de modo que los estudiantes entendieron de
manera integral la informacion matematica desarrollada en la vida cotidiana, mediante el uso de
la capacidad que les plantea la utilizacion y combinacion de diferentes instrumentos tecnoldgicos
que les ayuden a resolver los problemas que enfrentan en sus actividades diarias, con el objetivo
de evaluar la razonabilidad de los resultados y su contextualizacion, destacando su conexion con

la tecnoracia.
CONSIDERACIONES FINALES

Es necesario difundir la discusion relacionada al Curriculo Trivium desde la perspectiva de la
Etnomodelacion con el contexto de la Educacién Matematica para los futuros profesores de
Matematica. Asi, es importante analizar los conceptos de literacia, materacia y tecnoracia,
considerando que la Matemaética esta presente en muchos matices de la realidad y, frecuentemente,
configurando la sociedad.

En este sentido, el conocimiento matematico mecanico e instrumental no es suficiente para
que esos profesores puedan desarrollar en los alumnos una actitud critica y reflexiva con relacién
a la propia realidad. Por causa de esto, la accion pedagdgica del Curriculo Trivium desde la
perspectiva de la Etnomodelacion posibilita, segin Skovsmose (2000), el desarrollo de una actitud
interrogante en los alunos en relacién con el poder configurador de la Matematica en la sociedad.

En ese curriculo, la literacia es necesaria para capacitar a los alumnos a utilizar las sefiales y
los codigos para que puedan responder a las demandas de las actividades diarias, asi como para
comprender, entender y organizar el propio mundo con la comprensién de las informaciones
trasmitidas por diferentes medios. La materacia es la capacidad de los alumnos para utilizar los
simbolos, los cdédigos y el razonamiento matematico para que puedan sugerir ethomodelos y
utilizarlos en la solucion de situaciones-problema cotidianas, asi como evaluar los resultados
obtenidos en sus resoluciones con la utilizacion de los recursos tecnoldgicos por medio de la
tecnoracia.

En ese contexto, el Curriculo Trivium desde la perspectiva de la Etnomodelacion puede ser
considerado como el primer paso para el desarrollo de una actitud intelectual, que esta casi ausente
de los sistemas escolares, asi como de los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica. En

este sentido, D’ Ambrosio y D’Ambrosio (2013) destacan que existe la necesidad de desarrollar en
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los alumnos una comprension profunda de los hechos y fendmenos presentes en el dia a dia, asi
como una reflexidn critica sobre el papel del conocimiento matematico en la sociedad.

Abrazar las competencias de literacia, materacia y tecnoracia puede ayudar a los futuros
profesores de Matematica a incluir la problematizacion, la contextualizacién y el cuestionamiento
en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los alumnos por medio de la elaboracion de
actividades curriculares contextualizadas en el dia a dia. En esa accion pedagodgica, la
Etnomodelacion puede desarrollar una conciencia sociocultural en esos profesores que esta
reflejada en las practicas sociales y culturales de los alumnos, promoviendo el establecimiento de
un puente entre el conocimiento matematico escolar/académico y el mundo real en toda su
diversidad y pluralidad.

Ademas de eso, la accion pedagogica del Curriculo Trivium y de la Etnomodelacion
proporciona un ambiente democratico que posibilita que los futuros profesores discutan y
compartan sus experiencias y vivencias cotidianas, ampliando la comprension sobre la importancia
de otras formas de conocimiento matematico para el desarrollo de la Matematica
escolar/académica. En este sentido, es necesario que los Cursos de Formacion de Profesores de
Matematica promuevan la valorizacion y el respeto a las diferentes formas del saber/hacer
matematico que estén en desacuerdo con las practicas curriculares producidas en sala de aula.

De esta manera, en este capitulo, abordamos algunas ideas-clave que pueden promover una
comprension esclarecedora del Curriculo Trivium y de la Etnomodelacion como campos de
investigacion para el desarrollo de su actuacion pedagogica por medio de la discusion de sus
contribuciones para la formacion de profesores, asi como sobre la importancia de su papel en la
trasformacion social a través de la Educacion. De esta manera, el Curriculo Trivium basado en la
perspectiva de la Etnomodelacién busca construir un corpus de conocimiento matematico
enraizado en tradiciones socioculturales por medio de la elaboracion de etnomodelos.

Concluyendo: es importante resaltar que este tipo de curriculo promueve la relevancia de
los saberes y haceres locales, asi como reconoce la importancia del conocimiento matematico
escolar/académico para el desarrollo de la practica docente de los futuros profesores. De este modo,
Orey y Rosa (2021) destacan la necesidad de una transformacion epistemologica, didactica y
pedagdgica en los Cursos de Formacion de Profesores de Matematica que pueda alojar cambios
curriculares necesarios para el desarrollo de competencias y habilidades para el siglo XXI,

buscando la valorizacion y el respeto de las ideas, de los procedimientos, y de las practicas
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matematicas desarrolladas por los miembros de grupos culturales distintos.
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PROPOSING A TRIVIUM MATHEMATICS CURRICULUM FOR MATHEMATICS
TEACHER EDUCATION COURSES FROM THE PERSPECTIVE OF
ETHNOMODELLING

ABSTRACT

It is necessary to difuse discussions regarding ethnomodelling in the context of mathematics edu-
cation for future mathematics teachers. It is also important to analyze the concepts of literacy,
matheracy and technoracy by considering that mathematics is present and shapes society. Mere
mechanical and instrumental mathematical knowledge is not enough to develop in critical and
reflective attitude in relation to reality itself in learners. Thus, the pedagogical action of a trivium
curriculum enables the development of a questioning attitude about the shaping power of mathe-
matics. Literacy is necessary to enable students to use signals and codes to respond to the demands
of daily activities, as well as to understand, comprehend, and organize the world itself with the
understanding of information transmitted by different media. Matheracy is the ability of students
to use symbols, codes and mathematical reasoning so that they can elaborate ethnomodels and use
them in solving everyday problem-situations, as well as evaluating the results obtained in their
resolutions with the use of technological resources through technocracy.

Keywords: Trivium Curriculum; Teacher Education Courses; Ethnomodelling; Mathematics;
Mathematics Teachers.

PROPONDO UM CURRICULO MATEMATICO TRIVIUM PARA OS CURSOS DE
FORMACAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA NA PERSPECTIVA DA
ETNOMODELAGEM

RESUMO

E necessario difundir a discussdo relacionada com o Curriculum Trivium na perspectiva da
Etnomodelagem no contexto da Educacdo Matematica para os futuros professores de Matematica.
E importante analisar os conceitos de literacia, materacia e tecnoracia ao considerar que a
Matematica estd presente na realidade, bem como moldando a sociedade. O conhecimento
matematico mecanico e instrumental ndo é suficiente para desenvolver nos alunos uma atitude
critica e reflexiva em relacéo a prépria realidade. Assim, a acdo pedagodgica do Curriculum Trivium
possibilita o desenvolvimento de uma atitude questionadora sobre o poder formador da
Matematica na sociedade. A literacia € necessaria para capacitar os alunos na utilizacéo de sinais
e codigos para responder as demandas das atividades cotidianas, bem como para compreender,
entender e organizar o proprio mundo com a compreensdo das informacOes transmitidas por
diferentes meios. A materacia é a capacidade dos alunos utilizarem simbolos, cddigos e o
raciocinio matematico para que possam elaborar etnomodelos e utiliza-los na resolucdo de
situacOes-problema do cotidiano, bem como para avaliar os resultados obtidos em suas resolugdes
com a utilizagdo de recursos tecnolégicos por meio da tecnocracia.
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Palavras-chave: Curriculo Trivium; Cursos de Formacdo; Etnomodelagem; Matematica;
Professores de Matemaética.

|55



Milton Rosa

Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, Minas Gerais, Brasil
milton.rosa@ufop.edu.br

https://orcid.org/0000-0002-5190-3862

El Doctor Milton Rosa es Posdoctor en Educacion por la Facultad de Educacion (FE), de la
Universidade de Sdo Paulo (USP). Doctor en Educacion por la California State University,
Sacramento (CSUS). Master en Educacion Matematica por la CSUS. Especialista en Educacion
Matematica por la Pontificia Universidade Catdlica de Campinas (PUCC). Graduado en
Matematicas, Ciencias y Pedagogia por la Facultad de Ciencias y Letras Plinio Augusto do
Amaral, en Amparo, S&o Paulo. Profesor y Coordinador del Curso de Licenciatura en Matematicas,
en la modalidad a distancia, del Centro de Educacion Abierta y a Distancia (CEAD), de la
Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP). Docente permanente y orientador del Programa de
Maestria Académica en Educacion Matematica, del Departamento de Educacion Matematica
(DEEMA), de la UFOP. Actualmente es profesor de Educacion Matemaética del DEEMA, en la
UFOP, y presidente del International Study Group on Ethnomathematics (ISGEm) desde primeiro
de enero de 2020.

Daniel Clark Orey

Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, Minas Gerais, Brasil

oreydc@ufop.edu.br

https://orcid.org/0000-0002-8567-034X

El Dr. Daniel C. Orey, Ph.D. es profesor emérito en Educacion Matemética y Educacion
Multicultural, en la California State Univesity, Sacramento (CSUS), Estados Unidos. Vivio y
trabajo como profesor universitario y de escuela primaria en Brasil, Guatemala, México, Nepal, y
Estados Unidos. EI Dr. Daniel C. Orey es un educador especialista senior Fulbright con
experiencias académicas desarrolladas en la Pontificia Universidad Catélica de Campinas (PUCC)
en Brasil, en 1998, y en la Universidad de Katmandu (KU), en Nepal, en 2007. Actualmente es
profesor de Educacién Matematica en el Departamento de Educacdo Matematica (DEEMA) y de
la Licenciatura en Matematicas, en la modalidad a distancia, en el Centro de Educacion Abierta 'y
a distancia (CEAD), siendo ademas profesor titular y supervisor del Programa de Maestria
Académica en Educacion Matematica de la Universidad Federal de Ouro Preto (UFOP).

|56 |


mailto:milton.rosa@ufop.edu.br
https://orcid.org/0000-0002-5190-3862
mailto:oreydc@ufop.edu.br
https://orcid.org/0000-0002-8567-034X

Capitulo 3

RELACIONES ENTRE LAS COMPETENCIAS DE
MODELACION Y ARGUMENTACION EN EL
APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS®

Horacio Solar
Andrés Ortiz
Victoria Arriagada
Marco Catalan

RESUMEN

Para desarrollar una vision competencial del aprendizaje, varias investigaciones han puesto el
acento en la modelacion y la argumentacion Si bien existe una nutrida literatura en ambas
competencias matematicas, es muy escasa en la literatura el abordaje conjunto de la argumentacion
y modelacién. Este estudio pretende dar cuenta de qué manera la argumentacion le otorga una
nueva perspectiva a la modelacién en el aula, al analizar las discusiones en grupo y los conflictos
gue emergen entre los estudiantes para encontrar la solucion méas adecuada. A partir de un estudio
de un caso del aula de matematicas de la profesora Angeles, se tiene como propésito caracterizar
el desarrollo de la argumentacion cuando los estudiantes transitan por el ciclo de modelacion en el
aula de matemaéticas. Para ello, se seleccionaron episodios en que convergen cédigos de
modelacién de las distintas fases del ciclo de modelacién y momentos de argumentacion con la
presencia de refutaciones. Los resultados indican que los niveles superiores de argumentacion de
los estudiantes se concentran en la fase de trabajando con las matematicas del ciclo de modelacion.
Estos resultados son un aporte a las relaciones ya encontradas entre la argumentacion y modelacion
gue se han descrito en otros estudios.

Palabras clave: Competencias matemaéticas; Modelacion; Argumentacion; Estudio de casos;
Desarrollo profesional docente.

> Como citar: Solar, H., Ortiz, A., Arriagada, V. y Catalan, M. (2024). Relaciones entre las competencias de
modelacion y argumentacion en el aprendizaje de las matematicas. En M. Aravena-Diaz y D. Diaz-Levicoy (Eds.),
Modelacién matematica y resolucién de problemas: Retos y oportunidades (pp. 57-79). Centro de Investigacién en
Educacion Matematica y Estadistica, Universidad Catélica del Maule.
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INTRODUCCION

Cada vez hay mas paises que han realizado reformas profundas en el curriculum de matematicas
para que los estudiantes puedan desarrollar competencias matematicas (Real Decreto 157, 2022;
MINEDUC, 2013). Estos cambios en los propoésitos curriculares han requerido que los profesores
de matematicas pongan un mayor acento en el desarrollo de competencias matematicas en los
estudiantes (Niss y Hgjgaard, 2019). Sin embargo, estos cambios no han sido suficiente para una
modificacion profunda de las précticas en el aula de matematica. La realidad, en muchos paises,
es que la ensefianza se sigue direccionando principalmente al logro de objetivos de aprendizaje
centrados en los contenidos, con patrones de interaccion cerrados en los que las intervenciones del
docente son para realizar preguntas de bajo nivel cognitivo y evaluar las intervenciones de los
estudiantes (Solar y Deulofeu, 2016).

De todas las competencias matematicas que permiten promover estos cambios, varias
investigaciones y propuestas han puesto el foco en modelacién y argumentacién, las que se
relacionan con aspectos esenciales de la actividad matematica de los estudiantes. La modelacion
es una competencia que se relaciona con analizar y construir modelos matematicos en otras areas,
matematizando la situacion extramatematica, trabajando con los objetos matematicos que estan
inherentes a ella, extrayendo conclusiones, validando el modelo y también analizandolo
criticamente para evaluar su alcance y validez (Niss y Hgjgaard, 2019). Al respecto, Niss y
Hgjgaard (2019) sefialan que el foco de esta competencia es que los estudiantes construyan
modelos, y para ellos deben ser capaces de, entre otras cosas, de transitar por las distintas fases del
ciclo de modelacién. En la literatura se han propuesto diversos ciclos para describir el proceso
mediante el cual se realiza la construccion de modelos matematicos, los cuales difieren en algunas
de sus etapas (Blum y Niss, 1991; Maal}, 2006). En esta investigacion se utilizo el ciclo de
modelacion propuesto por MaaR (2006), que es una adaptacion del ciclo propuesto por Blum
(1996), dado que muestra claramente la interaccion entre la realidad y las matematicas durante el
proceso de modelacion, estableciendo una relacion entre ellos. El proceso de modelacion comienza
en el mundo real; simplificando, estructurando e idealizando el problema para obtener un modelo
real que contiene un enfoque matematico preliminar que orienta el proceso de matematizacion.
Esta segunda fase traduce al lenguaje matematico los datos, relaciones y suposiciones, que
conducen a un modelo matematico de la version idealizada. Trabajando con las matematicas se

utilizan definiciones, propiedades y procesos matematicos, donde se obtienen soluciones
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matematicas las cuales deben ser interpretadas, en un rango aceptable y compatible con las
condiciones iniciales y luego validadas, mediante aproximaciones numéricas en términos del
problema real (Blum y Niss, 1991; MaaR, 2006). Si la solucidon o el proceso elegido no resulta ser
adecuado a la realidad, los pasos o quizas incluso la totalidad del proceso de modelizacion necesita
ser revisado (Blum y Niss, 1991; Borromeo-Ferri, 2006).

En el marco tedrico de PISA 2018 (OECD, 2019) se describen siete competencias
matematicas segun el ciclo de modelacién. Entre éstas se encuentra la argumentacion, la cual
contribuye a una comprension compartida de las ideas matematicas a través del andlisis y
comparacion de enfoques y perspectivas. Hay varias aproximaciones a la argumentacion en la
literatura. En esta investigacién seguimos un acercamiento que es comunmente aceptado por la
investigacion educativa segun el cual la argumentacion tiene como propdsito convencer, tanto a si
mismo como a otros, de la validez de un razonamiento (Ayalon y Hershkowitz, 2018;
Krummheuer, 1995; Van Eemeren et al., 2013).

Podemos encontrar varias relaciones entre argumentacién y modelacion en contextos de
trabajo colaborativo y discusion de modelos. Para que los estudiantes transiten por el ciclo de
modelacion se requieren habilidades de trabajo en equipo, de comunicacion y negociacion (Maald
et al., 2019) en que es habitual que emerjan discusiones productivas (Manouchehri et al., 2020).
Las discusiones en pequefio grupo entre estudiantes inciden en el ciclo de modelacién, ya que al
momento de explorar posibles caminos de solucion suelen haber conflictos entre los miembros del
grupo para llegar a la solucion méas adecuada (Tekin-Dede, 2019). En las discusiones en gran
grupo, cuando el profesor selecciona y secuencia las respuestas de los estudiantes, se genera una
oportunidad para contraponer los distintos modelos propuestos y para estudiar su validez o
pertinencia (Smith y Stein, 2011). Pese a estas relaciones entre ambas competencias matematicas,
solo algunos estudios han dado cuenta de como se construyen los argumentos en el ciclo de
modelacién por el que transitan los estudiantes (Tekin-Dede, 2019; Gii¢ y Kuleyin, 2021), y por
tanto, se requiere seguir profundizando en como se caracteriza la argumentacion de los estudiantes
en el ciclo de modelacion.

El proposito de esta investigacion es caracterizar el desarrollo de la argumentacion cuando
los estudiantes transitan por el ciclo de modelacion, a partir de un estudio de caso de una profesora
en el nivel 8° basico (13-14 afios) que implementd una secuencia didactica para favorecer la

modelacion y la argumentacion en el aula de matematicas.

159



MARCO TEORICO
Argumentacion

La argumentacion hace referencia a la actividad que se realiza para convencer a una audiencia por
medio de aserciones, evidencias, justificaciones y refutaciones (Toulmin, 2003; Cervantes-
Barraza et al., 2017). En el aula de matematicas, la argumentacion promueve que las ideas de los
estudiantes sean objeto de discusion y evaluacion, posibilitando el desarrollo de culturas
matematicas orientadas al didlogo (Solar et al., 2021), en que la construccidn del conocimiento se
considera una actividad situada, critica y reflexiva que involucra la participacion grupal (Conner
et al., 2014; Krummbheuer, 1995). Cuando participan varias personas en la construccion de un
argumento, se hace referencia a una argumentacion colectiva (Conner et al., 2014; Krummheuer,
1995).

Idealmente una argumentacion contiene varios enunciados relacionados entre si y que
asumen ciertas funciones para su eficacia interaccional (Krummheuer, 1995). En general, los
analisis de los enunciados que contienen un argumento en el aula se sustentan en el modelo de
Toulmin (2003). El analisis consiste en que la validez pretendida de una asercion se establece
mediante una argumentacion que puede considerar varios elementos. Toulmin propone un modelo
con 6 elementos de la estructura argumentativa: los «datos» (D) que corresponden a la evidencia
que se presenta para iniciar la argumentacién; la «conclusion» o asercion (C) es la posicion de la
que se quiere convencer a los interlocutores; la «garantia» (G) permite la inferencia de la
conclusidn a partir de los datos; el «refutador» (Ref) establece las condiciones en las que la garantia
o conclusién no son validas; el «calificador modal» (CM) que califica la conclusion en términos
de la certeza que el argumento provee; y finalmente el «respaldo» (R) que aporta legitimidad a la
garantia.

La estructura de Toulmin ha sido utilizada por diversos investigadores para analizar la
argumentacién en el aula de matematicas. Algunas de estas investigaciones han reducido la
estructura de Toulmin omitiendo el calificador modal y el refutador (Krummheuer, 1995; Yackel
2002), y otros han utilizado la estructura completa de Toulmin (Conner et al., 2014, Inglis et al.,
2007), en particular el poder persuasivo que tiene la refutacion en la argumentacion colectiva
(Knipping y Reid, 2014; Reid et al., 2011; Solar et al., 2023).

Por otro lado, la argumentacién colectiva requiere del apoyo docente, puesto que con
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determinadas acciones se pueden potenciar diferentes pasos del proceso argumentativo que
desarrollan los estudiantes (Conner et al., 2014). Por tanto, el docente desempefia un papel esencial
en el establecimiento de normas y estandares para la argumentacién matematica en el aula (Ayalon
& Hershkowitz, 2018; Solar et al., 2020).

El desarrollo de la argumentacién colectiva no depende Unicamente del apoyo docente,
sino también de las caracteristicas de las tareas matematicas. Tareas abiertas en que no
necesariamente hay un unico resultado correcto, o que su desarrollo invita a un acercamiento con
distintas estrategias informales o formales de resolucion, o que en el proceso de resolucion los
estudiantes tomen posturas, son tareas que promueven distintos puntos de vista y, con ello, el

debate en los estudiantes para que se desarrolle argumentacion (Solar y Deulofeu, 2016).
La argumentacion en las fases de modelacion

La argumentacion colectiva le otorga una nueva perspectiva a la modelacién en el aula, ya que
permite analizar las discusiones en grupo y los conflictos que emergen entre los estudiantes para
encontrar la solucién mas adecuada (Tekin-Dede, 2019). La revision de literatura para este estudio
dio cuenta de tres brechas en la investigacion. En primer lugar, estudios que han abordado las
relaciones entre la argumentacion con el ciclo de modelacidn son escasos y recientes. En segundo
lugar, se cuenta con mas resultados sobre el desarrollo de la argumentacién en el disefio y
resolucion de tareas de modelacidn en contextos de formacién inicial profesores (Ledezma et al.,
2022; Tekin-Dede, 2019) que en contextos escolares (Cho y Jonassen, 2002).

Una tercera brecha tiene relacion con el contenido de momentos argumentativos en el ciclo
de modelacién. En un estudio previo se analizaron las estructuras de argumentacion en
modelacién, y se evidencid que momentos argumentativos con refutacion no necesariamente
involucra un desarrollo de razonamientos matematicos profundos en los estudiantes (Solar et al.,
en prensa). Para este nuevo estudio se ha puesto un foco especifico sobre el contenido en momentos
argumentativos. Dentro de los estudios que han investigado sobre el contenido matematico en la
argumentacion, se encuentra el trabajo de Kiel et al. (2015) quien propone que la argumentacion
se puede caracterizar en una dimension estructural (ej. Modelo de Toulmin), una dimensién
orientada al destinatario y una dimension de contenido. Esta dimension analiza qué tipo de
fendmeno se debe explicar e incluye la validez, precision e integridad del contenido matematico.

Otros estudios se han enfocado en las relaciones entre la argumentacion y prueba (Pedemonte,

|61



2007), y utilizan la nocion de unidad cognitiva, que hace referencia a la articulacion entre la
argumentacion y la prueba matematica que puede aparecer en la resolucion de una tarea
matematica (Mariotti & Pedemonte, 2019). Otros estudios se han enfocado en la calidad de la
argumentacién, por medio de una rubrica basada en la estructura de Toulmin (Cho y Jonassen,
2002), la cual ha sido usada en analizar la argumentacion en tareas de modelacion (Gl y Kuleyin,
2021). En estos estudios reportados, los analisis del contenido matematico en momentos de
argumentacién, no necesariamente son los mas apropiados para ser analizados en un ciclo de
modelacion, dado que aparecen otros elementos a tener en cuenta tales como el uso de
representaciones, procedimientos y modelos matematicos involucrados. En nuestra investigacion,
consideramos que el contenido matematico de la argumentacion se puede interpretar como las
conexiones matematicas que realicen los estudiantes, entendidas como un proceso cognitivo a
través del cual una persona relaciona dos o méas ideas, conceptos, definiciones, teoremas,
procedimientos, representaciones y significados entre si. Las conexiones matematicas emergen
cuando los estudiantes resuelven tareas especificas y pueden identificarlas en sus producciones
escritas 0 en los argumentos orales o0 mimicos que desarrollan (Campo-Meneses et al., 2021;
Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018).

Pregunta de investigacion

En consideracion a las brechas de investigacion identificadas, la pregunta de investigacion que
dirige este estudio es ¢cdmo se desarrolla la argumentacion de los estudiantes en el transito por las
distintas etapas de modelacion? Para responder esta pregunta es relevante considerar la presencia
de la argumentacion en las etapas de modelacion, con una especial consideracion a la refutacion
(Knipping y Reid, 2014) y el contenido de la argumentacion en términos de las conexiones
matematicas (Campo-Meneses et al., 2021) que establecen los estudiantes en los episodios

argumentativos.
METODOLOGIA

Se ha disefiado una investigacion cualitativa con un enfoque de estudio de caso multiple (Yin,
2014) de alcance exploratorio, cuyos casos fueron seleccionados de manera intencionada
(Creswell, 2011). Los casos corresponden a clases de distintas profesoras, quienes implementaron

una tarea de modelacion a través de una secuencia de aprendizaje, disefiada para promover tanto
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la modelacion como la argumentacion en el aula de matematicas. Se ha utilizado este enfoque
metodoldgico para comprender de qué de qué manera se desarrollan los momentos de

argumentacion en las distintas fases del ciclo de modelacion.
Contexto y participantes

Si bien se han obtenido logros en la formacion de profesorado al promover la modelacion en el
aula de matematicas, aln se requiere investigacion acerca de su implementacion (Manouchehri,
2015). Por tanto, en esta investigacion se llevo a cabo un programa de desarrollo profesional de
profesores para promover la argumentacion y modelacién en el aula de matematicas, el cual se
implemento en dos ciudades de Chile. En el programa participaron 22 profesoras, 13 en la Region
Metropolitana y 9 de la Region del Biobio, que imparten clases de matematicas en educacién
primaria (6-11 afios) o en los dos primeros afios de la educacion secundaria (12-13 afios). Las
profesoras fueron escogidas de manera intencionada porque contaban con la experiencia de
promover la argumentacion en el aula.

El programa formativo consistié en 15 sesiones de 3 horas, y se implementd entre agosto
y diciembre de 2018. El disefio del programa consideré dos dimensiones: el propoésito de formacion
y el modelo de desarrollo profesional docente. En cuanto al primero, la formacion tuvo como foco
la modelacién y gestion de la argumentacién en el aula, lo que implicé un estudio bibliogréafico
previo de los componentes tedricos y didacticos que, segun la investigacion, permiten promover
las competencias de modelacion y argumentacién. Considerando este estudio, se decidid
incorporar en la propuesta el ciclo de modelacién adaptado por Maal} (2006) y la argumentacion
colectiva (Krummheuer, 1995). Respecto al desarrollo profesional, la propuesta incorporé el
modelo de mejoramiento de la experiencia docente (MED) (Solar et al., 2016), cuya base es, en
primer lugar, mostrar experiencias de otros docentes por medio de videos, para que luego, sean los

propios docentes quienes implementen una propuesta didactica.
Recogida de datos

Una vez terminado el proceso formativo, en el segundo afio del proyecto, 10 profesoras de ambas
ciudades, fueron seleccionadas para hacer un seguimiento de sus clases, quienes disefiaron una
tarea matematica para promover la modelacion y la argumentacion con sus estudiantes. La

seleccién de las profesoras se realiz6 considerando criterios de asistencia permanente durante el
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proceso formativo realizado el primer afio del proyecto, y considerando los niveles educativos de
los cursos de las profesoras para asi poder observar en distintas edades el desarrollo de la
argumentacion de los estudiantes en el transito por las distintas etapas de modelacién. Cada tarea
matematica disefiada se implement6 en 3-4 clases de 45-70 minutos para que sus estudiantes
tuvieran tiempo adecuado para transitar por el ciclo de modelacion. Las tareas matematicas se
implementaron en grupos pequefios de estudiantes para promover el trabajo de manera
colaborativa y filmadas con 3 cdmaras. Una camara registré todos los movimientos de la docente
y las otras dos camaras registraron todas las intervenciones de dos grupos pequefios fijos
seleccionados por la profesora (grupo 1y grupo 2). Ademas, se recopil0 las producciones escritas
de los grupos de estudiantes.

Para este estudio de casos multiple, se seleccionaron de manera intencionada a cinco de las
diez docentes, quienes lograron implementar la tarea matematica en una secuencia de clases en
que se observé el ciclo de modelacién completo (Maal3, 2006) y ademas se presentaron momentos
argumentativos que implicaron refutacion de ideas y/o procedimientos entre los estudiantes
(Knipping y Reid, 2014). Para realizar las videograbaciones se obtuvo el consentimiento de cada
participante (docentes y estudiantes) y la aprobacion del comité de ética de la Universidad del
primer autor de este estudio.

En este capitulo se muestran los resultados del aula de matematicas de Angeles, como caso
de estudio, el cual se ha seleccionado para ejemplificar los momentos de argumentacion en las

distintas fases del ciclo de modelacién en sus clases.
Estrategia de analisis

Los datos de este estudio corresponden a los videos de las intervenciones de los dos grupos fijos
seleccionados de la clase de la profesora Angélica, y el video que registro las intervenciones entre
estudiantes y la profesora cuando se realizaron discusiones con el curso completo.

El anélisis de estos videos se realiz6 en dos fases. En la primera, se elabor6 un conjunto de
5 categorias de analisis que corresponden a las fases de transicion del ciclo de modelacion adaptado
por Maal} (2006): simplificacion, matematizacion, trabajando con la matematica, interpretacion y
validacion. Cada una de estas cinco categorias de modelamiento se han caracterizado por cédigos
ingresados en el software ATLAS.ti para el analisis de los videos. En una segunda fase, en los

episodios codificados con las fases de modelacién se identificaron momentos de argumentacion
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colectiva (Krummbheuer, 1995) con la presencia de justificaciones y/o refutaciones (Knipping y
Reid, 2014). De esta forma, se identificaron episodios con momentos argumentativos en las

distintas etapas del ciclo de modelacion (ver Tabla 1).

Tabla 1
Niveles de estructura argumentativa (EA) utilizados en el estudio
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5

Los Los Los Los estudiantes  Los estudiantes
estudiantes estudiantes estudiantes ofrecen, ofrecen, justifican
responden con  ofrecen ofreceny justifican y y refutan
monosilabos 0 respuestas o justifican refutan respuestas y
frases breves a posiciones de  respuestas 'y respuestas y posiciones.
las preguntas manera breve 'y posiciones. posiciones. Ademas, realizan
del docenteo  sin aclaraciones,
de sus justificarlas. ampliaciones y
comparieros. reformulaciones

para fundamentar
sus justificaciones
o refutaciones.

Fuente: Adaptado de Toulmin (2003)

Los episodios de argumentacion colectiva se analizaron por medio de codigos de
argumentaciéon en dos dimensiones: estructura argumentativa (EA) y conexiones matematicas
(CM). La EA clasifica las intervenciones de los estudiantes en niveles basados en el modelo de
Toulmin, que van desde un Nivel 1 donde los estudiantes responden de manera breve y
reproductiva, hasta un Nivel 5 donde los estudiantes fundamentan sus justificaciones o
refutaciones ampliando sus razonamientos para fundamentar sus intervenciones (Tabla 1).

Las CM clasifica las intervenciones en términos del tipo de conexiones que establecen los
estudiantes sobre conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y
significados entre si (Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2018), en relacién a la justificacion de sus
respuestas, posiciones o refutaciones. Esta dimension se manifiesta desde intervenciones sin
conexiones (SC) donde los estudiantes responden o se posicionan sin dar cuenta de conexiones
matematicas, hasta intervenciones con construccion matematica (CMa) donde dan cuenta de un
tipo de conexion méas avanzada asociada a la construccion de conocimiento matematico a traves
de generalizaciones, formulaciones de propiedades o teoremas o construccion de modelos (ver
Tabla 2).
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Tabla 2
Tipo de conexiones matematicas (CM) utilizados en el estudio

Sin conexiones Conexiones Conexiones Construccion
(SC) Simples (CS) Complejas (CC) Matematica (CMa)

Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes Los estudiantes
responden o se responden o se responden o se responden o se
posicionan sin posicionan por posicionan por medio  posicionan

realizar conexiones medio de conexiones de conexiones construyendo
matematicas matematicas simples matematicas conocimiento

complejas matematico.

Fuente: Adaptado de Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018)

Se analizaron los episodios codificados de las dimensiones argumentativas EA 'y CM en
las distintas etapas de modelacion. Para ello, se consideraron episodios codificados en un estudio
previo (Solar et al., 2023) de acuerdo a las distintas etapas del ciclo de modelacion. Luego, se
codificaron todos estos episodios de acuerdo con la dimension EA y se preseleccionaron aquellos
de un Nivel 3 o superior, ya que en estos niveles se presentan justificaciones y/o refutaciones. De
esta pre-seleccion de episodios, se analizaron y codificaron, segun la dimension CM, sin importar
el nivel observado. Por tanto, se obtuvo una seleccion de episodios identificados por etapa del ciclo
de modelacion, de Nivel 3 o superior de estructura argumentativa (EA) y con un nivel de conexion
matematica (CM) que varia desde Sin Conexiones (SC) hasta Construccion Matemaética (CMa).
Es importante sefialar que el proceso formativo de los docentes se enfoco en la promocion de la
argumentaciéon y no en el contenido matematico de estas argumentaciones en términos de las

conexiones matematicas de los estudiantes.
RESULTADOS

En la clase de 8° grado (13-14 afios), Angeles disefi6 la tarea “Cinema Paraiso” (Figura 1), disefiada
como una tarea de modelacion, ya que responde a un problema con complejidad cuya resolucién
involucra procesos de modelacién (MaaR, 2010). La tarea matematica, la cual se disefié para ser
implementada en 3 clases con grupos de 4 personas, solicita que los estudiantes indiquen si
conviene o0 no ser socio del cine; ademas, esta no se basa en un gasto anual, sino que en el ahorro
anual, por lo que la respuesta no es inmediata e invita a la discusion. Por tanto, la tarea promueve
la argumentacion, ya que solicita que los estudiantes tomen una decision de si conviene o0 no ser

socio del cine (Solar y Deulofeu, 2016).
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Figura 1
Tarea matematica Cinema Paraiso

Cinema Paraiso
En el cine “Paraiso”, existe la posibilidad de ser |

. . .., | | N de entradas compradas | Owiero gastado | Dinero gastado
socio comprando una tarjeta de suscripcion | } 5 [——Sns=Seco |  Sendosode
. . —— - 2900 [
anual, lo que permite comprar entradas al cine - I S M— o001 |
pagando un costo rebajado por entrada. 3 ] = ~% |

La siguiente tabla contiene un informe de lo que | — — —
gastaria una persona comprando entradas siendo '

y no siendo socio. Lamentablemente el informe o o )
se ha mojado perdiendo parte de la informacion. Una familia dice que tomando la opcion mas conveniente su

ahorro anual del afio pasado fue de $29.000, ¢Cuél es la opcién
mas conveniente?

Fuente: Elaboracion propia

En la implementacion de la tarea matematica “Cinema Paradiso” en las clases de Angeles,
se observaron 33 episodios argumentativos de un Nivel 3y 11 episodios de nivel 4 en estructura
argumentativa (EA), que se han caracterizado en relacion a la etapa de modelacion y el tipo de

conexiones matematicas (CM) (ver Tabla 3).

Tabla 3

Episodios argumentativos en las etapas del ciclo de modelacion. Caso Angeles
Etapas del ciclo de modelacion EA CM Total

Nivel3 Nivel4 CS CC CMa

Simplificando 1 1 1 1 0 2
Matematizando 1 0 1 0 0 1
Trabajando con las matematicas 17 7 3 21 0 24
Interpretando 6 1 0 6 1 7
Validando 8 2 4 6 0 10
Total 33 11 9 34 1 44

Nota: EA= Estructura Argumentativa, CM=Conexiones Matematicas, CS=Conexiones Simples,
CC=Conexiones Complejas, CMa=Construccion Matematica.
Fuente: Elaboracion propia.

Argumentacion en las etapas de modelacién

En cuanto a la estructura de argumentacion (EA), los niveles mas altos de EA se alcanzaron
principalmente en la etapa trabajando con las matematicas, con 17 episodios en Nivel 3 y siete
episodios en Nivel 4. Durante la busqueda del modelo matematico, se generaron diversos
momentos donde los estudiantes refutan sus ideas, respuestas o procedimientos. Durante la
segunda y tercera clase, principalmente, los estudiantes no estaban de acuerdo en cémo calcular el

valor por entrada -siendo y no siendo socio-, produciéndose asi refutaciones, ya que al realizar los
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calculos habia incoherencias con los datos de la tabla o con el supuesto de que ser socio en algun
momento es conveniente. Esto fue un insumo para la discusién de la tercera clase durante las etapas
de interpretacion y validacion, pues algunos modelos iniciales consideraban un valor base a pagar
por ser socio mientras que otros no, lo que permitié que los estudiantes evaluaran los modelos
incorporando el valor base de $5.000 para establecer la validez de los mismos.

Respecto a las conexiones matematicas (CM), en la tabla 2 se observa que 9 episodios se
asocian a CS, 34 con CC y uno con CMa. Si bien se observan episodios con CC a lo largo de todo
el ciclo de modelacién, estos se concentran en la etapa trabajando con las mateméaticas, que
presenta 21 episodios con CC y solo tres episodios con CS. Este tipo de conexiones matematicas
se evidenciaron cuando los estudiantes se posicionaban respecto a que el valor de la entrada siendo
socio no podia costar $2.000. Ademas, en esa etapa, realizaron los célculos para establecer dos
aspectos importantes: primero, establecer qué era mas conveniente, ser 0 no ser socio, y segundo,
cuéntas entradas debian comprarse para ahorrar $29.000. Para ello, debieron explicitar las
estrategias utilizadas para establecer a partir de cudntas entradas convenia ser socio y después
determinar el numero de tickets para tener el ahorro sefialado. Esto implicé que los estudiantes
desplegaran conexiones matematicas complejas (CC).

Ejemplos de episodios argumentativos en etapas de modelacién

A continuacion, se presentan tres episodios de la secuencia de Angeles en que se muestran las
relaciones entre los niveles de participacion y de contenido matematico de la argumentacion. El
primer episodio se sitla en la fase de simplificacion en la primera clase, el segundo episodio en la
fase de trabajando con la matematica en la segunda fase y el tercer episodio en la fase de validacion

en la tercera fase.
Ejemplo 1: Fase de simplificacion

En la fase de simplificacion, los estudiantes discutieron el problema para comprenderlo utilizando
la tabla sin llegar a un modelo matematico, donde algunos grupos presentaron sus calculos en un
papelografo que seria utilizado con posterioridad para ser expuesto al resto del curso. En el
episodio 1 se aprecia un momento argumentativo en que un grupo de estudiantes discute cuantas

entradas considerar para reconocer si €s conveniente ser socio 0 no.
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Episodio 1

Alejandro: Ya mira si con 6 entradas ¢Cuanto eran?

Florencia: $15.000

Alejandro: Ya $15.000, 6+6 son 12 entradas cierto y el doble de $15.000 son $30.000 y
nos piden $29.000. O sea que compraron como 11 o 12 entradas, tenemos que elegir entre
11012

Esteban: 11 porque con 12 se pasa

Alejandro: Pero es que esta entre medio, como que compraron 11 y media

Esteban: iSi!

Alfredo: Pero ¢cuantas compraria siendo socio o sin ser socio?

Esteban: Saquemos las dos yo creo

Florencia: Aqui dice “una familia dice que tomaron opcién mas conveniente. Su ahorro
anual del afno pasado fue de $29.000 ;Cual es la opcidn mas conveniente?”’

Alejandro: Pero es que yo creo que aqui pasa lo del otro dia, este, ser socio va a ser
conveniente en el futuro

Esteban: Si

Alejandro: Porque obvio que aqui da $90.000 y aqui da $50.000

Florencia: Pero el dinero gastado sin ser socio, 0 sea ya eres socio del cine, pagas mas
todavia

Alejandro: Yapo ¢entonces qué te conviene ser socio?

Florencia: Nada pues

Alejandro: Nada pues si pagas mas

Florencia: Porque al final siempre los socios pagan menos entonces... entonces no
conviene

Este episodio corresponde a un nivel 3 de EA, ya que los estudiantes justifican sus
intervenciones sin refutaciones. Por ejemplo, Alejandro describe todo el calculo que realiza para
concluir que compraron 11 a 12 entradas. En cuanto a las conexiones matematicas (CM), la
discusion del problema se situa en la exploracién del problema, estableciendo relaciones y célculos
simples que los lleva a conjeturar que ser socio debe implicar ser mas conveniente. Por tanto, los

estudiantes se estan posicionando por medio de conexiones matematicas simples (CS).
Ejemplo 2: Fase de trabajando con las matematicas

En la fase trabajando con las matematicas, todos los grupos presentaron sus calculos y
procedimientos en el papelografo y expusieron su postura al resto del curso en la pizarra. En el
episodio 2, se aprecia un momento argumentativo en que los estudiantes discuten sobre si las

entradas aumentan de manera constante o no.
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Episodio 2

Alfredo: El valor sin descuento

Esteban: Es que no s¢, como que no hay un valor...

Alfredo: ¢De cuanto es el valor original 5 mil cuanto?

Esteban: $5.150

Alfredo: por 20 es igual a...

Esteban: Es que el descuento como que va aumentando pero no de forma $2.500 + $2.500

+ $2.500

Alfredo: Va aumentando el descuento

Esteban: Pero no va asi como $2.500+$2.500+%$2.500

Florencia: Aumenta en diferentes cantidades

Alejandro: Pero es que yo noté que el otro va a ser -$2.500 siempre o va a ser -$5.000, -

$7.500 asi

Florencia: Pero es que lo que dice Esteban es que no sabemos si el aumento va a ser el

doble de $2.500 o puede ser otro precio

Alejandro: Noo, no puede ser diferente porque si en una te descuentan uno (un precio) no

va a cambiar pues. Seria il6gico. Pero tienen que ir pensando que si es $2.500 siempre va

a llegar un momento en que va a ser mas conveniente que él

En la discusion entre los estudiantes presentes en el episodio 2, existe una idea que se esta
desarrollando respecto al valor por entrada. Esteban y Florencia indican que el valor de las entradas
no va aumentando de manera constante, declaracion que es refutada por Alejandro, sefialando que
al aplicar un descuento al ser socio es iloégico que no sea constante; por tanto, este episodio
corresponde a un nivel 4 de EA. Por otro lado, las intervenciones de los estudiantes se posicionan
por medio de conexiones matematicas complejas (CC), ya que la observacion que hace Esteban de
que no aumenta de la forma $2500 no es evidente, sino que requiere de haber calculado primero

los valores que faltan para luego empezar a discutir sobre el crecimiento del descuento.
Ejemplo 3: Fase de validacion

En la tercera y ultima clase de la secuencia, se desarrolla la fase de validacion del ciclo de
modelacién, en que los grupos de trabajo presentan sus papelografos al curso completo para que
luego la profesora dirigiera una discusion, donde se analiz6 cada una de las producciones para
escoger la que mejor se ajustaba a la realidad. Ademas, en conjunto, determinaron un modelo
matematico en caso de ser socio y en caso de no serlo. En el episodio 3 se observa un momento
argumentativo en que los estudiantes discuten el modelo y sus resultados, por medio de la

intervencion de Angeles.
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Episodio 3

Andreés: Eh, yo digo que siendo socio no hay tanto beneficio. O sea, porque, ¢quién va a
Ir con tantas personas a un cine?

Martin: Pero hay personas que buscan comprar mas entradas y revenderlas.

Coni: Es que, o también, por eso se hacen socios, porque siempre van al cine,
supuestamente.

Ariel: Si po, para gente que va siempre al cine le sale a cuenta, o que tiene una familia
grande.

Profesora: Ah, entonces podriamos tener restricciones...

Ariel: Si po, porque le hace falta, a lo mejor, a un colegio, a un curso...

Profesora: Por ejemplo, si nosotros nos ganamos una ida al cine, ¢cuantas entradas
comprariamos de una?

Ariel: Como 40.

Profesora: Como 40. Con los profesores, los inspectores, todos los que nos acompafian,
icierto?...

Coni: En las antiguas ecuaciones que habiamos hecho, siempre habia una diferencia.
Supongamaos, se usaba mas...

Andrés: Profesora, 0 sea que va a servir para algunas ocasiones, pero para otras ocasiones
no.

Profesora: Ya, pero, ¢para qué ocasiones va a servir?

Andrés: Para las que vaya harta gente.

Profesora: ¢ Estamos de acuerdo en eso?

El episodio 3 corresponde a un nivel 3 de EA, ya que los estudiantes tratan de justificar la
coherencia y consistencia del modelo respecto a las condiciones de la situacion real, debido a la
intervencion de otro estudiante que duda del resultado que ofrece el modelo. Con ayuda de la
profesora, se establece que, de acuerdo a las condiciones, sera pertinente tomar una decisién o no
respecto a lo que indica el problema; esta conclusion se obtiene luego de haber estudiado y
analizado la situacion desde el modelo. En cuanto a las CM, en el episodio 3 se observan
conexiones complejas, ya que los estudiantes utilizan, aunque no de manera tan explicita, los
resultados obtenidos del analisis del modelo para posicionarse. En efecto, los estudiantes son
conscientes de que hay rangos de valores para los cuales es conveniente tomar una u otra opcion,
lo que se aprecia a través de la observacion de los modelos intermedios para el problema trabajado.

Los tres ejemplos descritos nos muestran las relaciones representativas entre el nivel de EA
y CM en las fases de modelacion descritas. En la fase de simplificacion, las estructuras
argumentativas son sin refutacion y conexiones matematicas simples. En la fase de trabajando con
la matematica, emergen estructuras argumentativas con refutacion y conexiones matematicas

complejas. Finalmente, en la fase de validacién, estructuras argumentativas sin refutacion, con
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conexiones matematicas complejas.
DISCUSION

Los cambios en el curriculum de matematicas de varios paises para que los estudiantes puedan
desarrollar competencias mateméticas (OCDE, 2019) no han sido suficientes para una
modificacion profunda de las practicas en el aula de matematica. Del listado de competencias
matematicas (Niss y Hpgjgaard, 2019), varias investigaciones han puesto el foco en las
competencias de modelacion (Blumy Leif3, 2007; Blum y Borromeo-Ferri, 2006; Maal3, 2006) y
argumentaciéon (Ayalon y Hershkowitz, 2018; Conner et al., 2014; Krummheuer, 1995). No
obstante, es muy escaso en la literatura el abordaje conjunto de la argumentacion y modelacion,
siendo que en su conjunto abordan aspectos esenciales de la actividad matematica de los
estudiantes (Tekin-Dede, 2019). En este estudio, cuyo propdsito ha sido caracterizar las relaciones
entre la argumentacion y la modelacion en el aula de matematicas, se ha apreciado de qué manera,
en un caso de estudio, los niveles superiores de estructura argumentativa y las conexiones
matematicas compleja se concentran en la fase trabajando con las matematicas del ciclo de
modelacion, en otras palabras, cuando surge la necesidad por parte de los estudiantes de justificar
y contrastar sus procedimientos y modelos matematicos en grupo por medio de conexiones
matematicas compleja. Estos resultados son un aporte a las relaciones ya encontradas entre la
argumentacién y modelacion que se han descrito en otros estudios (Gug¢ y Kuleyin, 2021; Tekin-
Dede, 2019), dado que profundiza de qué manera interactlan la argumentacion en cuanto a la
estructura y el contenido de la argumentacion en relacion a las fases del ciclo de modelacion.
Una de las limitaciones que tiene el estudio es que para observar practicas docentes que
desarrollen la argumentacion y la modelacion ha sido necesario realizar un programa de desarrollo
profesional de larga extension para docentes, dado que no es habitual que el docente desarrolle
estas competencias matematicas de manera articulada. Esta limitacion se ve reflejada en nuestro
estudio ya que, de los veintidos profesores que iniciaron el proceso, finalmente fueron cinco
docentes quienes mostraron secuencias de aprendizaje que completaron el ciclo de modelacion con
promocion de la argumentacion. En ese manuscrito los hallazgos descritos se circunscriben a uno
de los cinco casos de la investigacion. Por tanto, un proximo estudio es poder analizar en mas
casos como se observan los niveles superiores de argumentacion segun las fases de modelacién.

El estudio descrito tiene varias implicaciones para el aula de matematicas. Desde el punto
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de vista del curriculum de matematicas, se muestra un caso de aula en que se generan
oportunidades de aprendizaje para desarrollar de manera articulada la modelacion y la
argumentacion, competencias matematicas que estan presentes en varios curriculum de
matematicas (Real Decreto 157, 2022; MINEDUC, 2013). Desde el punto de vista del trabajo
matematico de los estudiantes, el caso muestra que el desarrollo de tareas de modelacion no se
limita a una clase sin que se requiere que los estudiantes cuenten con un espacio y tiempo
importantes para poder desarrollar el ciclo de modelacion. Ademaés, nuestro estudio sugiere la
necesidad de implementar programas de desarrollo profesional con foco en el desarrollo de
competencias matematicas. Por tanto, es necesario considerar decisiones sobre el disefio de tareas
matematicas, la organizacion del trabajo de los estudiantes, el papel del docente y su formacion,

para que se generen oportunidades auténticas para desarrollar competencias matematicas.
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RELATIONSHIPS BETWEEN MODELING AND ARGUMENTATION COMPETENCES
IN THE LEARNING OF MATHEMATICS

ABSTRACT

Several studies have emphasized mathematical modeling and argumentation as part of the
development of a competency view of learning. Although there is abundant literature on both
mathematical competences, joint approaches to argumentation and modeling are limited in the
literature. This study aims to explain how argumentation gives a new perspective to modeling in
the classroom, by analyzing group discussions and the conflicts that emerge between students to
find the most appropriate solution. Based on a case study from Professor Angeles' mathematics
classroom, the purpose is to characterize the development of argumentation when students go
through the modeling cycle in the mathematics classroom. To do this, episodes were selected in
which modeling codes from the different phases of the modeling cycle and moments of
argumentation with the presence of refutations converge. The results indicate that students' higher
levels of argumentation are concentrated in the working with mathematics phase of the modeling
cycle. These results are a contribution to the relationships already found between argumentation
and modeling that have been described in other studies.

Keywords: Mathematical literacy; mathematical competences; modeling, argumentation; case
studies; Teacher professional development

RELACOES ENTRE AS COMPETENCIAS DE MODELAGEM E ARGUMENTACAO
NA APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

RESUMO

Para desenvolver uma visdo de competéncia da aprendizagem, vérias investigacdes tém enfatizado
as competéncias de modelagem e argumentacdo. Embora exista uma vasta literatura sobre ambas
as habilidades matematicas, a abordagem conjunta de argumentacao e modelagem é muito escassa
na literatura. Este estudo tem como objetivo explicar como a argumenta¢do da uma nova
perspectiva a modelagem em sala de aula, analisando as discussdes em grupo e os conflitos que
surgem entre os alunos para encontrar a solu¢do mais adequada. Com base num estudo de caso da
sala de aula de matematica da professora Angeles, o objetivo é caracterizar o desenvolvimento da
argumentacdo quando os alunos passam pelo ciclo de modelagem na sala de aula de matematica.
Para isso, foram selecionados episodios em que convergem codigos de modelagem das diferentes
fases do ciclo de modelagem e momentos de argumentacdo com presenca de refutagdes. Os
resultados indicam que os niveis mais elevados de argumentacdo dos alunos estdo concentrados
na fase de trabalho com matematica do ciclo de modelagem. Estes resultados s&o uma contribuicéo
para as relacdes ja encontradas entre argumentacdo e modelagem que foram descritas em outros
estudos.

Palavras-chave: Mathematical literacy; competéncias matematicas; modelagem; Argumentacao;
Estudo de casos; Desenvolvimento profissional de professores
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Capitulo 4

UN MODELO COGNITIVO PARA LA
CONSTRUCCION DE LA CONJETURA Y SU
PRUEBA EN UN CONTEXTO GEOMETRICO-
FIGURALS

Marcela Parraguez-Gonzalez
Isabel Garcia-Martinez
Irma Pinto-Rojas

RESUMEN

En este capitulo se realza la importancia de actividades que propician la construccion de una
conjetura en un contexto geométrico-figural y su prueba. Para ello, con base en la teoria APOE, se
interpreta la construccion del Objeto abstracto conjetura, a través de Acciones sobre Objetos
concretos. Se considera la metodologia proporcionada por esta teoria, para lo cual, se disefia una
descomposicion genética que modela la construccién del Objeto abstracto conjetura y su prueba
pasando por la construccion mental Totalidad y el mecanismo sintesis. Para validar o refinar dicha
descomposicion genética se aplicé una actividad geométrico-figural a un caso unico. A partir del
contraste de la descomposicion genética con los datos obtenidos, se evidencio el rol fundamental
que tienen las actividades geométrico-figurales para lograr la construccién de esta conjetura. Como
resultado, se presenta la construccion de la conjetura y su prueba en un modelo cognitivo que
valida la sintesis de elementos geométricos en una expresion de la conjetura como Totalidad, la
cual se encapsula a través de un método de prueba en el Objeto abstracto conjetura probada. Estos
resultados constituyen un aporte para el disefio de actividades de clase, dado que favorecen la
construccién de un Objeto abstracto a partir de Acciones sobre Objetos concretos.

Palabras clave: Conjetura; Modelo cognitivo; APOE.

INTRODUCCION

El punto inicial de esta investigacion se asocia con el proceso mismo que se va realizando para

llegar a determinar una conjetura inicial que llamaremos conjetura (dinamica) y su posterior

6 Como citar: Parraguez-Gonzalez, M., Garcia-Martinez, 1. y Pinto-Rojas, I. (2024). Un modelo cognitivo para la
construccién de la conjetura 'y su prueba en un contexto geométrico-figural. En M.D. Aravena-Diaz y D. Diaz-Levicoy
(Eds.), Modelacion matematica y resolucion de problemas: Retos y oportunidades (pp. 80-102). Centro de
Investigacion en Educacién Matemdtica y Estadistica, Universidad Catélica del Maule.
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validacion a través de un método de prueba, para alcanzar la que llamaremos conjeturay su prueba
(estatica), para un problema especifico que esta presentado en un contexto geomeétrico-figural.

El caso del problema que hemos llamado “Contar en un geoplano” y la experimentacion
mental de elaborar una conjetura, permite mostrar la capacidad de un individuo de testear una
conjetura para determinar “tantear” su valor de verdad. Esto ultimo, corresponde a un paso mental
importante, ya que por un lado podria indicar que la conjetura es falsa, pero por otro podria permitir
pensar en un algoritmo que se generalice, es decir, dar luces de la prueba de la conjetura.

En el &mbito de la literatura, el enunciado y el tratamiento de la conjetura junto con el uso
de diferentes técnicas para su prueba, recae en contextos mayoritariamente algebraicos o
aritméticos (Girit Yildiz y Durmaz, 2021); sin embargo, en esta investigacion se indaga en la ruta
matematica 0 geométrica que se puede dar para determinar una conjetura y su posterior prueba, a
través de una actividad geométrico-figural. Todo el proceso seguido, desde la propuesta de la
conjetura hasta su prueba, es interpretado por una teoria cognitiva —la teoria APOE—, por medio
de la cual fue posible sustentar para un estudio de caso Unico que, para alcanzar el objeto cognitivo
conjetura, se requiere que un proceso algebraico o geométrico sea sintetizado en una conjetura
como una Totalidad, para posteriormente ser encapsulada en el objeto abstracto de conjetura y su

prueba, a través de un principio o método que la valide como tal.
ANTECEDENTES

En esta investigacion se propone un modelo que muestra la ruta cognitiva de un sujeto que
conjetura y prueba en un contexto geométrico-figural, considerando la conjetura como una
“declaracion que se cree cierta, pero para la que no se ha encontrado una demostracion ni un
contragjemplo” (Scheinerman, 2000, p. 469). De acuerdo con la investigacion de Canadas et al.
(2008), en el ambito de la resolucion de problemas, las conjeturas se clasifican en los siguientes
tipos: induccion empirica a partir de un namero finito de casos discretos, induccion empirica a
partir de casos dinamicos, por analogia con un hecho conocido o por abduccién, y conjeturas
basadas en la percepcion. Esta clasificacién no contempla la forma de conjeturar a partir de una
construccion recursiva, tampoco se ha encontrado literatura que la considere.

En general, en las investigaciones se aborda la tarea de conjeturar a través de un camino
hacia la generalizacion con un razonamiento inductivo (Castro et al., 2010; Nufiez-Gutiérrez y

Cabanas-Sanchez, 2020; Pinto y Cafiadas, 2018; Sosa et al., 2020), esto es, en las conjeturas del
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primer tipo en la clasificacion anterior.

La percepcion cognitiva en el camino para generalizar y llegar a una conjetura va mas alla
de la percepcidn sensorial (Rivera, 2010), dado que, un sujeto que enfrenta la tarea de conjeturar
ve 0 reconoce propiedades o hechos que relacionan la estructura matematica en conexion con la
figura. En el camino para generalizar se presentan dificultades, como se evidencia en la
investigacion realizada por Sosa et al. (2020) con profesores de secundaria, donde concluyen que
en el camino para generalizar no es suficiente reconocer regularidades, sino que, mas importante
es relacionarlas con las estructuras matematicas para poder describir el patron de manera general.

Mariotti y Pedemonte (2019), realizan una investigacion con problemas geométricos
abiertos que requieren una conjetura y su demostracion. Ellas concluyen que cuando una conjetura
se construye a partir de la argumentacién, la prueba puede resultar méas accesible para los
estudiantes que cuando esta argumentacion esta ausente y la conjetura emerge desde la intuicion
0 evidencia perceptiva. En este caso, puede resultar muy dificil para los estudiantes construir una
prueba porque no tienen ninguna pista para construir una argumentacion.

Esta investigacion que se presenta, considera el tipo de conjetura basada en la percepcion,
pero no relacionada con la generalizacion de patrones ni con el razonamiento inductivo, sino que
la conjetura a través de una construccion recursiva en un contexto geomeétrico-figural.

Si bien el problema que se plantea en esta investigacion es un problema geométrico-figural,
las conjeturas que se construyan son planteadas en funcidn de los nimeros naturales, y un método
de prueba usual para estas conjeturas obtenidas a partir de un proceso recursivo, es el principio de
induccion matematica. Este Gltimo es un método de demostracion, utilizado para probar que una
funciéon proposicional es verdadera para todo ndmero natural n. En matematica muchos
descubrimientos se conjeturan antes de ser probados, un ejemplo de ello es el Teorema de Fermat
(Singh, 1998). Para llegar a una conjetura, tal cual lo evidencian los trabajos de Peano (Apostol,
1999; Movshovitz-Hadar, 1993), entre otros, la mente humana procede muchas veces
inductivamente.

En esta investigacidn se considera la prueba como intelectual en el sentido de Balacheff
(1987), esto es, aquella que proviene de un razonamiento donde se articulan argumentos dados en
lenguaje simbdlico, con pasaje a lo algebraico o geométrico, dejando de lado los objetos

materiales.
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En este escenario la pregunta de investigacion es: en un contexto geométrico-figural, ¢qué
estructuras mentales modelan la construccion de una conjetura y su prueba en un profesor de

matematicas?
OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En pro de responder la pregunta de investigacion, se determina el siguiente objetivo general:
determinar estructuras mentales que muestra un profesor de matematicas para modelar la
construccion de una conjetura y su prueba en un contexto geomeétrico-figural. Y los objetivos
especificos son: (1) disefiar un modelo hipotético de construccion de conjeturas a las que podria
llegar un profesor de Matematicas, (2) validar o refinar el modelo propuesto y (3) mostrar
evidencias con sustento tedrico del uso que el profesor hace de un método de prueba para validar

conjeturas en un contexto geométrico-figural.
MARCO TEORICO

El marco tedrico sobre el cual se fundamenta e interpreta esta investigacion es la teoria APOE,
cuya sigla significa Accion, Proceso, Objeto y Esquema. Esta fue creada por Ed Dubinsky (1996)
y esta basada en la teoria de Piaget (1967/2000) sobre la construccion del conocimiento y la
abstraccion reflexiva. Posteriormente, esta teoria se ha seguido desarrollando en conjunto con otros

investigadores (Arnon et al., 2014).
Construcciones mentales

Segun lateoria APOE (Arnon et al., 2014) todos los conceptos matematicos, o fragmentos de estos,
pueden construirse en la mente de un individuo a través de estructuras (o construcciones) mentales
denominadas Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas.

Un individuo muestra una construccion Accion de un concepto matematico determinado
cuando necesita de un estimulo externo para realizar transformaciones sobre Objetos —fisicos o
mentales construidos previamente—. Esta Accion es interiorizada en un Proceso cuando el
individuo la repite y reflexiona sobre ella. A su vez este Proceso se encapsula en un Objeto cuando
el individuo puede verlo como un todo y actuar sobre él. Este Objeto, si fuera necesario, también
puede desencapsularse para volver al Proceso que lo genero, por ejemplo, para mostrar un

contraejemplo.
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El conjunto de Acciones, Procesos y Objetos relacionados con un concepto matematico
especifico es denominado Esquema de dicho concepto, que es una estructura coherentemente
armada. Coherente en el sentido de que un individuo puede determinar si dicho Esquema le es util
0 no al enfrentarse a una situacion matematica especifica. EI Esquema, a su vez, puede ser visto
como un Objeto para actuar sobre él, en este caso se dice que el Esquema se ha tematizado.

La forma de pasar de un estado de construccidén del conocimiento a otro superior se
denomina mecanismo mental. Algunos mecanismos mentales son la interiorizacion, la
coordinacion, la reversion, la encapsulacion y la desencapsulacion.

En el escenario investigativo, la teoria APOE proporciona elementos para el disefio de
modelos cognitivos que permiten describir en un conjunto organizado de construcciones y
mecanismos mentales la ruta cognitiva para el aprendizaje (construccién) de toépicos matematicos
especificos. Este modelo recibe el nombre de Descomposicion Genética (DG), el cual actia como

hipétesis en la investigacion y se pone a prueba para ser validado o refinado.

Figura 1.
APOE modela la construccion cognitiva del conocimiento matematico

DG
Descomposicion Genética

simula \ genera

- l"‘. . —a
Las construcciones mentales \ Esquema y su Uso:
y los mecanismos mentales genera Estructuran el conocimiento matematico

- ]

7

describe \ e explica
\ - -

APOE:
Accion, Proceso, Objeto, Esquema

Fuente: Adaptado de Parraguez et al. (2021, p. 318)

La teoria APOE, en el contexto que se muestra en la Figura 1, modela la construccion
cognitiva de fragmentos matematicos a través de (1) elementos que describen las construcciones
mentales que se precisan para explicar los componentes del Esquema cognitivo que evoca un
sujeto para su uso y que van estructurando su conocimiento matematico y (2) un modelo llamado
DG, que simulay genera las estructuras y mecanismos mentales que el investigador pone a prueba

para evidenciar el aprendizaje de Objetos abstractos o concretos de la matematica.
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Objetos abstractos y objetos concretos

Los significados que se consideran en esta investigacion para abstracto y concreto son los dados
en Arnon et al. (2001), esto es: un Objeto abstracto es aquel que hace referencia a un concepto
matematico que no tiene ninguna representacion fisica del mundo, en cambio un Objeto concreto
es el que involucra el uso de objetos fisicos tanto reales como imaginarios. Especificamente en la
presente investigacion los Objetos concretos son las figuras que se construyen a partir de un
geoplano de malla cuadrada, con la finalidad de que se apliquen Acciones sobre estos Objetos
concretos para construir la conjetura hipotética, la cual podré ser validada usando el principio de
induccién matematica u otro método, para transformarse en el Objeto abstracto conjetura.

Para interpretar las Acciones sobre los Objetos concretos se operacionalizara la teoria
APOE, tal cual se propone en Arnon et al. (2014). En la Figura 2 se presenta como las Acciones
aplicadas a Objetos concretos dan lugar a Objetos matematicos abstractos en la mente de un

individuo, esto es, las Acciones asi interiorizadas se encapsulan en Objetos abstractos.

Figura 2.
Construcciones y mecanismos mentales para la construccion de conocimiento matematico a partir
de Objetos concretos

Esquema

Interiorizacién
l Procesos

Objetos
concretos

Encapsulacidén
Nuevos

Objetos

abstractos Desencapsulacién

Fuente: Adaptado de Arnon et al. (2014, p. 154)

En la presente investigacion, y para una actividad especifica que requiere ser conjeturada y
probada, se incluiré en la Figura 2 la construccion mental Totalidad, como se muestra en la Figura
3.
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Figura 3.
Construcciéon mental Totalidad y mecanismo asociado

Esquema

Interiorizacion

Encapsulacion Sl’ntesis
Procesos
Objetos

concretos Totalldad

Nuevos

Objetos
Abstractos
Conjetura Desencapsulacién

Fuente: Adaptado de Arnon et al. (2014, p. 154)

Esta construccién mental Totalidad se presenta en Arnon et al. (2014) como una estructura
intermedia entre Proceso y Objeto dado que, segln el desarrollo de la teoria APOE, hasta el afio
2013 la construccidn de Objetos mentales se caracterizaba por dos aspectos esenciales: a) concebir
un Proceso como un todo (Totalidad) y b) poder realizar Acciones sobre esa Totalidad (Arnon et
al., 2014; Weller et al., 2011), donde la Totalidad era parte del Objeto. Sin embargo, en Dubinsky
et al. (2013) se abrid la posibilidad de que en la construccion de ciertos objetos matematicos se
requiera la Totalidad como una estructura en si misma, lo que permite interpretar con mayor detalle
cémo se logra el aprendizaje de topicos matematicos especificos, especialmente los que involucran
Procesos que se corresponden con los numeros naturales, donde Gutiérrez y Parraguez (2021) han
mostrado que el mecanismo mental que permite el desarrollo de tal estructura es el mecanismo
sintesis.

En el contexto de esta investigacion, la Figura 3 muestra un modelo tedrico cognitivo
resultante de haber operacionalizado la Teoria APOE incluyendo el mecanismo sintesis y la
estructura Totalidad, el cual nos proporciona los elementos sobre los cuales se interpreta y analiza
la construccion y prueba de una conjetura en un contexto geométrico-figural, como un Objeto

abstracto.
METODO

Los elementos que han guiado los aspectos metodoldgicos de este estudio se explican desde el
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propio paradigma de investigacion de la teoria APOE, con un ciclo de investigacion formado por
tres componentes: (i) el analisis tedrico o DG del topico matematico en estudio, (ii) el disefio y
aplicacion de instrumentos y (iii) el analisis y verificacion de datos para validar o refinar la DG
propuesta. La ejecucion de este ciclo permite, de una manera precisa y detallada, describir las
estructuras mentales de sujetos que enfrentan actividades relacionadas con conjeturas geométrico-
figurales y su prueba. La busqueda de la comprension de estos fendmenos se enmarca en el
paradigma hermenéutico-interpretativo, dado que los datos son los registros figurales y la
matematica que los sujetos ponen en juego en situaciones especificas, los cuales son coherentes
con los objetivos de la investigacion. El propdsito fundamental es comprender en profundidad la
particularidad del dato, y el estudio de casos permite complementar una indagacion en su
complejidad, “tanto por lo que tiene de inico como por lo que tienen en comun” (Stake, 2010, p.
11). En relacién con esto Gltimo, se considera un caso Unico para indagar en profundidad y
comprender la realidad, centrando siempre el interés en el caso que aporta mejores y mayores
posibilidades para analizar como profesores universitarios construyen una conjetura y el método
que utilizan para realizar su prueba.

Siguiendo el ciclo de investigacion de APOE, su primer componente corresponde al
analisis tedrico o DG, cuyo objetivo es proponer un modelo cognitivo que guie la construccion de
una conjetura para el problema P: determine el mayor nimero de lados de un poligono que se
pueda dibujar en un geoplano de malla cuadrada de lado par y pruebe su conjetura. Por ejemplo,
en un geoplano de malla cuadrada, de 6x6, se puede construir el poligono de 36 lados, que es el
de mayor nimero de lados, porque los vértices de ese poligono son la totalidad de los puntos del

geoplano de malla cuadrada de 6x6, que se muestra en la Figura 4.

Figura 4.
Poligono de mayor nimero de lados construido en un geoplano de malla cuadrada de 6x6

Fuente: Datos de la investigacion
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Descomposicion Genética para conjeturar Py su prueba

El modelo cognitivo que conduce a conjeturar el problema Py su prueba esta dado por la siguiente

ruta cognitiva.
Acciones

a) La Accidn de unir los puntos de un geoplano de malla cuadrada de lado par para formar un
poligono.

b) La Accion de contar el nimero de lados del poligono construido en el geoplano.

c) La Accion de seleccionar, en cada caso, el poligono de mayor numero de lados construido
en el geoplano de malla cuadradade 2 X 2,4 X 4,6 X 6, ...,2n X 2n (n € N).

d) La Accion de construir, en cada caso, un poligono que tenga vértices en el mayor nimero
posible de puntos del geoplano de malla cuadradade 2 X 2,4 X 4,6 X 6,...,2n X 2n (n €
N).

Interiorizacion de Acciones

Argumenta que el poligono con el mayor nimero de lados es el que utiliza todos los puntos del

geoplano como vértices.
Proceso

Transforma a P en el problema equivalente, esto es, determinar la existencia de un poligono que

tenga como vértices todos los puntos del geoplano.
Mecanismo mental sintesis asociado a Totalidad

Los puntos que se utilizan del geoplano, los segmentos que se trazan y sus distintas
representaciones (dibujos) se sintetizan en una expresion algebraica o geométrica Ilamada

conjetura.
Totalidad

El problema equivalente se concibe como un todo, en el sentido de utilizar todos los puntos del

geoplano como Vvértices del poligono, a partir de lo cual se construye la conjetura.
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Encapsulacion

El método de prueba utilizado para validar la conjetura.
Objeto abstracto

Conjetura probada.

En resumen, la DG o Modelo Hipotético para la construccion de la conjetura de P y su prueba

como Objeto abstracto es la que se muestra en la Figura 5.

Figura 5.
DG hipotética de la construccidon de la conjetura de P y su prueba
Construccion cognitiva del poligono de mayor nimero de lados
Interiorizacion

Acciom
Problema equivalente

Encapsulacion

Método de Prueba Como un todo
Objetos Procesos

concretos Totalldad

Conjetura
Nuevos
Objetos

Abstractos
Conjetura y su Desencapsulacién

Prueba

Fuente: Elaboracion propia

Respecto del segundo componente del ciclo de investigacion de APOE, una vez que se
establece el analisis tedrico y se disefia la DG, sigue proponer la actividad a los sujetos
participantes de la investigacion, de tal manera que puedan mostrar argumentos observables de
cémo llegan a construir la conjetura y su prueba del problema presentado en un contexto
geométrico-figural, tomando como referencia los elementos descritos en la DG. La importancia de
este componente radica en que la DG puede o no validarse a través de las evidencias que

proporcionan los participantes.
Disefio de instrumentos y caso de estudio

En la presente indagacién, el instrumento de recogida de datos se ha llamado “Contar en un
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geoplano”. Esta actividad contiene dos situaciones que se describen en la Tabla 1, la que fue

aplicada a un caso de estudio.

Tabla 1.
Actividad “Contar en un geoplano”
Situaciones Preguntas
S1 Determine el mayor nimero de lados de un poligono que se pueda dibujar
en un geoplano de malla cuadrada de tipo 2n x 2n, n € N. Por ejemplo, en
un geoplano de 2 x 2 se puede construir [:I que es un poligono de cuatro
lados.
S2 Pruebe su conjetura.

Fuente: Elaboracion propia

Para la confiabilidad de la Actividad “Contar es el Comienzo” se utilizaron los criterios de
rigor para una investigacion cualitativa, expuestos por Izcara (2014): (a) Someter los instrumentos
a la critica de expertos; (b) Grabacion y transcripcion del material cualitativo; (c) Triangulacion
de los datos recogidos para la comprensién del fendmeno.

El objetivo de S1 es mostrar el Proceso de conjeturar, a partir de diferentes situaciones
geomeétrico-figurales especificas que se describen en la DG de conjeturar P y su prueba. La
finalidad de S2 es analizar si el método de prueba utilizado fue el principio de induccion
matematica u otro, para probar la conjetura propuesta en S1 y contrastar los argumentos

observables de los participantes con las estructuras y mecanismos mentales propuestos en la DG.
Caso unico de estudio

Un punto importante, en relacion con el propdsito de la investigacion, es la necesidad de realizar
el estudio con informantes de alto nivel académico, que permitan asegurar el logro de los objetivos
del estudio, por lo que se han considerado los siguientes criterios para la conformacion de un caso
unico de estudio: (a) ser profesor de universidad; (b) haber sido profesor de una asignatura de
topicos de algebra y (3) ser accesible para las investigadoras.

La actividad “Contar en un geoplano” fue enviada via correo electronico a seis profesores,
los cuales respondieron y enviaron sus respuestas escaneadas. De estos profesores se considero
solo uno, dado que sus respuestas fueron las que aportaron mas elementos para ser contrastadas

con la DG, constituyendo el caso tnico de estudio (Tabla 2).
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Tabla 2.
Ciclo metodologico y Caso de estudio para la actividad “Contar en un geoplano”

Ciclo Disefio metodologico
Componentes
1 Anadlisis tedrico o DG para construir la conjetura de P
2 Disefio y Aplicacién de Instrumentos

Estudio de Caso

Caso  Participantes Nivel Caracteristicas Identificacion
Posgrado
nacional e ..
. . Profesor de Matematicas

Caso  profesor internacional

universitarias con 15 D1

unico  yniversitario  Doctor en I, A
afos de experiencia

Matematica

Técnica
Actividad “Contar en un geoplano”
3 Andlisis y verificacion de datos

Los datos obtenidos de la aplicacion de la técnica son analizados desde la DG
propuesta, mostrando qué estructuras y mecanismos mentales evidencia D1.

Fuente: Adaptado de Cordova-Cornejo et al. (2024, p. 7)

RESULTADOS

Los datos obtenidos a partir de la aplicacion del instrumento al caso Unico fueron analizados desde
la DG hipotética, detectando qué estructuras evidenciadas por los informantes no han sido tomadas
en cuenta en la DG y cudles de las incluidas hipotéticamente no fueron observadas. En cuanto a lo
inesperado en los argumentos observables del caso de estudio, se tomaron decisiones consensuadas
entre las investigadoras.

D1 aborda la actividad desechando los poligonos que se pueden dibujar en una cuadricula
de 0 x 0y 1x1,y lajustificacion radica en que el primer caso es vacio y el segundo es un punto.
Sumado a lo anterior, D1 indica que para una cuadricula de 2 x 2 el poligono con mayor numero
de lados es el poligono de 4 lados, y con base en este caso D1 plantea una primera conjetura, C1:
el nimero maximo de lados es 2(2n), n € N. Con un dibujo (Figura 6), D1 muestra que la
conjetura propuesta no se cumple para 2n = 4, porque obtiene un poligono de 16 ladosy 2(2n) #
16.
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Figura 6.
Poligono de 16 lados para 2n = 4

Fuente: Elaboracion propia

Con base en la Figura 7, D1 observa y reflexiona sobre como utilizar de forma éptima la
figura del caso 2 x 2 para construir la figura en el geoplano de 4 x 4. En sus deliberaciones, D1
sefiala que la mejor manera de usar los 4 vértices del caso 2 x 2 es comenzar la construccion,

como se observa en la Figura 7.

Figura 7.
Construccion de la figura de D1en el geoplano de 4x4 a partir de un geoplano de 2x2

=

Fuente: Elaboracién propia

Ahora D1 se pregunta: ;hacia donde se debe continuar con el dibujo? No se puede ir hacia
abajo porque se cierra el ciclo, tampoco parece 6ptimo continuar de manera horizontal porque se
desperdician 3 vértices. Asi que la opcién méas razonable para D1 es continuar de manera diagonal,
tal cual se muestra en la Figura 7. Producto de esta reflexion, D1 considera que una estrategia para
construir poligonos en otras cuadriculas pares, con el mayor nimero de lados, es intentar colocar
en el geoplano el mayor nimero de dibujos de la forma =, 33, M o U y conectarlos con diagonales.

Esto ultimo, sefiala D1, coincide con los 22 lados del caso 2 x 2. Ademas, en el otro
geoplano que le sigue de 4 x 4, 42 es el maximo nimero de lados posibles, pues con estas
construcciones —declara D1- se usan todos los vértices (cada vértice con dos aristas), de lo
contrario, algunos Vvértices tendrian 3 aristas, como se aprecia en la Figura 8, no siendo esa la

definicion de poligono que se considera en esta investigacion.
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Figura 8.
Construccion de D1 para descartar el poligono

Fuente: Elaboracion propia

En este recorrido de reflexion, D1 sefiala que en este momento se podria conjeturar, para
este caso par, C2: el nimero maximo de lados es (2n)2.

A partir de todas estas ideas expuestas por D1, se interpreta desde la DG hipotética que D1
muestra interiorizacién de Acciones concretas sobre las Figuras 6 y 7 en el Proceso en el cual
transforma el problema P en uno equivalente, argumentando que el poligono con el mayor nimero
de lados es el que utiliza todos los puntos del geoplano como vértices.

A continuacion, D1 aborda el caso 6 x 6 para comprobar si la conjetura C2 es verdadera o
falsa para el valor 2n = 6. C2 sera verdadera si es posible construir en una cuadricula de 6 X 6 un
poligono de 62 lados. D1 comenta que se deberia poder construir un poligono utilizando todos los
vertices, lo cual es posible de acuerdo con un patron de construccion particular, como D1 lo deja

ver en la Figura 9.

Figura 9
Poligono de 36 lados para 2n = 6 realizado por D1

Fuente: Elaboracion propia

El patron que D1 sigue para construir la Figura 9, se sustenta en una relacion metaforica

que D1 establece entre la construccion del poligono y el crecimiento de los brotes en las plantas,
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esto es, considerar las orillas exteriores (extremos de la planta) para hacer crecer nuevos brotes en
cada extremo. Con base en la Figura 9, D1 se predispone a dibujar una figura en un geoplano de
6 X 6, para ello en la Figura 10 borra los 8 lados exteriores del caso 4 x 4 (amarillos).
Posteriormente, D1 agrega que los brotes con el mayor nimero de lados posibles en cada arista
borrada deben cubrir todos los vértices de la orilla del cuadrado de 6 x 6, conectandolos con los
vértices libres (los que se quedaron con una sola arista, después de borrar las aristas amarillas) del
cuadrado de 4 x 4. Asi es como D1 logra construir el poligono de 36 lados en una cuadricula de

6 X 6, apreciado con detalle en la Figura 10.

Figura 10.
Construccion realizada por D1 para 2n = 6 a partir de 2n = 4

_ W%
N NS

N NN

Fuente: Elaboracién propia

Con esta forma de proceder, D1 muestra que, debido a la interiorizacion de Acciones
concretas sobre construcciones especificas en la cuadricula 2n x 2n, ha cambiado el problema P
por uno equivalente, esto es, determinar poligonos que utilizan todos los puntos del geoplano como
vértices del poligono, como fue considerado en la DG hipotética, pero de forma recursiva, es decir,
construir el poligono que sigue con base en el resultado anterior, conformado a través de Sintetizar
segmentos y puntos en una figura integral como Totalidad que le permite ir estableciendo
conjeturas hipotéticas para el problema P o su equivalente. Sumado a lo anterior, se puede inferir
que D1 esta utilizando la prueba de validar o refutar sus conjeturas como un medio para llegar a
construir el Objeto cognitivo abstracto de conjetura probada, lo cual se evidencia cuando D1
corrobora la construccion del siguiente poligono, a través del anterior validamente construido. Este
argumento observable de construccidn de la conjetura del problema equivalente a P que presenta
D1 es posible debido a que D1 ha sintetizado la expresion algebraica o geométrica en una conjetura

hipotética como Totalidad a traves de una sintesis de elementos geométricos, la cual se encapsula

|94



por medio de la prueba recursiva metaforica en el Objeto abstracto de conjetura probada. Esta
ltima se evidencia nuevamente en el patron de construccion que D1 ha elaborado, el cual es

validado por D1 nuevamente para el caso 8 x 8, explicitado en la Figura 11.

Figura 11.
Patron de construccion para 2n = 8 de D1

/\'
N

N
K \%

D1, antes de proceder a elaborar una propuesta para una cuadricula de 2n x 2n, conn €

Fuente: Elaboracion propia

N a través de un procedimiento recursivo, hace notar que siempre se borra una arista de manera
alternada en la orilla y que siempre se puede borrar de a dos aristas en las esquinas. Lo anterior,
indica D1, es posible porque tenemos un nimero par de vértices y se pueden borrar de manera
alternada.

Luego de esto, D1 sostiene que el patron general de construccion a partir del caso anterior

sera siempre de una de las formas que se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3
Formas de construir un poligono 6ptimo en una cuadricula de 2n x 2n, conn € N
FORMA 1 FORMA 2
2n = 0 mod(4) 2n = 2 mod(4)

Si 2n = 0 mod 4 (como el caso de la Figura Si 2n = 2 mod 4 (como el caso de la Figura
11). Empezar en la esquina superior 10). Empezaren la esquina superior agregando

agregando un brote de la forma: un brote de la forma:
Y continuar con los brotes de la forma: Y continuar con brotes de la forma:
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FORMA 1 FORMA 2

2n = 0 mod(4) 2n = 2 mod(4)
De modo que se obtenga: De modo gue se obtenga:
Para terminar con algo de la forma: Para terminar con algo de la forma:

Fuente: Elaboracion propia

El patron que presenta D1 en el Tabla 3 podria variar, de acuerdo con la posicion inicial
con la que se dibuja el caso 4 x 4. Sin embargo, hay que tener en cuenta que siempre es posible

rotar o reflejar el poligono de 16 lados para ponerlo en la posicion que utilizo D1 en la Figura 7.
DISCUSION Y CONCLUSIONES

Hacer matematicas entre muchas otras cosas, implica “descubrir y la conjetura es el principal
camino para el descubrimiento” (National Council of Teachers of Mathematics, 2003, p. 60). Al
respecto Cafiadas et al. (2008), proponen una clasificacion de las conjeturas y una forma de
analizar el proceso de su elaboracion. En respuesta a que no habia una estructura sistematica para
analizar problemas con sus potenciales conjeturas, ni tampoco un procedimiento para describir las
conjeturas en términos de su progreso hacia la prueba. Sin embargo, dicha clasificacion no
considera las conjeturas que surgen a partir de un proceso recursivo. Con este estudio hemos
aportado a llenar este vacio desde un marco teérico cognitivo que tiene como objetivo el analisis
del proceso de construir conjeturas y su prueba en un contexto geométrico-figural, asi como su
relacion con el disefio de un primer modelo.

Este estudio de una conjetura desde lo geometrico-figural es novedoso para el lector en dos
sentidos: (1) se utilizan los constructos de la teoria APOE més alla de lo usual, incorporando para
la interpretacion de los datos la estructura mental Totalidad y el mecanismo mental sintesis, y (2)
el tratamiento de una conjetura en lo geométrico-figural que marca una particularidad en su
construccion mental a través de Acciones concretas para llegar a construir el Objeto abstracto
conjetura y su prueba.

Sumado a lo anterior, la ruta cognitiva planteada como modelo de construccion a través de
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la Descomposicion Genética fue validada por D1, proporcionando un camino de construccién de

una conjetura como Totalidad que actu6 de manera dinamica en el caso de D1, la cual fue

encapsulada a través de una construccidn recursiva con base en elementos geométrico-figurales en

el Objeto abstracto y estético conjetura y su prueba, como se muestra en la Figura 12.

Figura 12.

Camino de construccion de la conjetura y su prueba que ha realizado D1

Modelo Cognitivo de D1

|

Objetos
concretos

Nuevos
Objetos
Abstractos
Conjetura y su
Prueba
(estatica)

. Sintesis
Acciones .
Problema equivalente

Interiorizacién

Encapsulacion

Método de Prueba Como un todo

/\ Procesos

Totalidad
Conjetura
(dinamica)

Desencapsulacion

Fuente: Elaboracion propia

En relacion al logro de los objetivos de investigacion, podemos sefialar, para cada uno de

ellos, lo que sigue:

e En cuanto a disefiar un modelo hipotético de construccion de conjeturas, se puede sefialar

que D1 aportdé a su cumplimiento dado que, a partir del problema geométrico-figural

propuesto, €l realiz6 construcciones que le permitieron mirar como un todo el caso 2n x 2n

conn € N, para luego plantear unos patrones y la validacion de ellos a través de los brotes.

Estos dltimos sintetizan elementos geométricos que dan lugar a la conjetura como

Totalidad.

e Enreferenciaa validar o refinar la Descomposicion Genética hipotética de la Figura 5, esta

fue validada por D1, en lo que toca a la construccion de la conjetura y su prueba. Respecto

a la estructura mental que result6 clave para validar la Descomposicion Genética, se resalta

la construccion mental Totalidad y el mecanismo sintesis que se propuso en ella.
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Proyecciones de la investigacion

Los resultados de esta investigacion y la situacion presentada, sientan la base para un modelo
cognitivo para el aula desde la Teoria APOE (Figura 13), a traves del disefio de actividades de aula
que consideren los elementos que ponen de relieve las Descomposiciones Genéticas que son
validadas en la investigacion. En el contexto de la presente investigacion, los resultados obtenidos
en la Tabla 3 son un pilar fundamental para formular secuencias didacticas de aula con sustento
en las estructuras y mecanismos mentales plasmados en la Descomposicion Genética (Figura 5),

en un contexto que trasciende lo algebraico.

Figura 13
APOE como un modelo cognitivo para disefiar actividades de aula
DG
Descomposicion Genética

genera
simula

-
Estructura de la ensefianza con base en una DG que
permita evidenciar los esquemas (o sus

» componentes) a través de actividades escritas,

-
Las construcciones mentales |
y los mecanismos mentales genera

. comunicacién oral, uso de material concreto, uso
de software ...
s
describe :
explica
APOE:

Accién, Proceso, Objeto, Esquema

Fuente: Elaboracion propia
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A COGNITIVE MODEL FOR THE CONSTRUCTION OF A CONJECTURE AND ITS
PROOF IN A GEOMETRIC-FIGURAL CONTEXT

ABSTRACT

This chapter emphasizes the importance of activities that foment the construction of a conjecture
in a geometric-figural context and its proof. To do this, based on the APOS theory, the construction
of the abstract Object conjecture is interpreted, through Actions on concrete Objects. The
methodology provided by this theory is considered, for which a genetic decomposition is designed
that models the construction of the conjecture abstract Object and its proof through the Totality
mental construction and the synthesis mechanism. To validate or refine this genetic decomposition,
a geometric-figural activity was applied to a single-case. From the contrast of the genetic
decomposition with the data obtained, the fundamental role of geometric-figural activities to
achieve the construction of this conjecture was evidenced. As a result, the construction of the
conjecture and its proof present in a cognitive model that validates the synthesis of geometric
elements in an expression of the conjecture as Totality, which is encapsulated through a test
method in the Abstract Object proven conjecture. These results constitute a contribution to the
design of class activities since they favor the construction of an abstract Object from Actions on
concrete Objects.

Keywords: Conjecture; Cognitive model; APOS.

UM MODELO COGNITIVO PARA A CONSTRUCAO DUMA CONJECTURA E SUA
PROVA NUM CONTEXTO GEOMETRICO-FIGURAL

RESUMO

Este capitulo destaca a importancia de atividades que promovam a construcdo de uma conjectura
num contexto geométrico-figural e sua prova. Para isso, com base na teoria APOE, interpreta-se a
construcao do Objeto Abstrato conjectura, por meio de A¢des sobre Objetos concretos. Considera-
se a metodologia fornecida por esta teoria, para a qual desenha-se uma decomposicao genética que
modela a construcdo do Objeto abstrato conjectura e sua prova através da construcdo mental
Totalidade e do mecanismo sintese. Para validar ou refinar essa decomposicdo genética, foi
aplicada uma atividade geométrico-figural a um dnico caso. A partir do contraste da decomposi¢édo
genética com os dados obtidos, evidenciou-se o papel fundamental das atividades geométrico-
figurais para alcancar a construcdo dessa conjectura. Como resultado, a construcéo da conjectura
e sua prova sdo apresentadas em um modelo cognitivo que valida a sintese de elementos
geométricos numa expressao da conjectura como Totalidade, que é encapsulada através dum
método de prova no Objeto Abstrato conjectura provada. Esses resultados constituem uma
contribuicdo para o desenho de atividades de classe, pois favorecem a construcdo dum Objeto
abstrato a partir de Ac¢des sobre Objetos concretos.

Palavras-chave: Conjectura; Modelo cognitivo; APOE.
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Capitulo 5

USOS DE LA MODELACION MATEMATICA DE
ILA INGENIERIA. MARCO DE REFERENCIA

ALTERNATIVO PARA EL DOCENTE’

Falconery Giacoleti-Castillo
Francisco Cordero

Eleany Barrios-Borges
Sindi Marcia-Rodriguez

RESUMEN

En la educacion superior reconocemos que para el profesorado de matematicas no existen marcos
de referencia que le permitan impartir los cursos de matematica con una vision del uso real de las
matematicas en las disciplinas. Para atender esta problematica, en esta investigacion se conforma
un marco de referencia para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, con sustento en la
Teoria Socioepistemologica y aspectos metodoldgicos etnogréaficos, a partir de una categoria de
modelacion revelada al analizar los usos y significados del conocimiento matematico de la
ingenieria electronica en la construccion de un sistema de control. En particular, la transformada
de Laplace ofrece la temporalizacion de la reproduccion continua de un comportamiento
discontinuo, esto se contrasta con la ensefianza habitual de las ecuaciones diferenciales y su
presentacion en los libros de textos. Se concluye que conformar una epistemologia de usos del
conocimiento matematico propio de las profesiones debe ser la base para disefiar situaciones
escolares y brindar un entorno de usos y significados de la matemaética para ser ensefiada y
aprendida, esto trastoca y transforma el statu quo de la matematica escolar para crear la relacion
reciproca con el cotidiano de las realidades.

Palabras clave: Significado; Resignificacion; Reproduccién de comportamientos; Ecuaciones
diferenciales; Transformada de Laplace.

" Como citar: Giacoleti-Castillo, F., Cordero, F., Barrios-Borges, E. y Marcia-Rodriguez, S. (2024). Usos de la
modelacién matemaética de la ingenieria. Marco de referencia alternativo para el docente. En M.D. Aravena-Diaz y D.
Diaz-Levicoy (Eds.), Modelacién matematica y resolucidon de problemas: Retos y oportunidades (pp. 103-130).
Centro de Investigacion en Educacion Matematica y Estadistica, Universidad Cat6lica del Maule.
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INTRODUCCION

Cuando se trata de la docencia de la matematica nos parece importante especificar a las o los
docentes de qué nivel educativo se hace alusion, dado que, por lo general, si se trata de primaria
habra recibido preparacion para ejercer en dicho nivel, al igual que en educacion media y media
superior, dependiendo del pais donde se encuentren. Pero ¢qué pasa con el profesorado de
educacion superior? ;quién es? ;qué preparacion recibe?

El profesorado de matematicas para la educacion superior es, en casi todos los casos,
formado en una disciplina totalmente ajena a la docencia de la matematica, ya sean las matematicas
u otra la profesidn, en su carrera recibe infima o ninguna preparacion para ser docente (Kane, et
al., 2002; Nardi, Jaworski, y Hegedus, 2005) y como ensefiar matematicas o qué matematicas
ensefiar.

Las matematicas impartidas en la educacion superior son motivo de altas tasas de fracaso
y abandono de los estudiantes, generalmente estan conformadas por un cimulo de matematicas
ajenas de significados propios de los usos de la disciplina para la que se estan formando. Esta
afirmacion se hace palpable al observar las clases de matemética para ingenieros en las
universidades donde concurren en un mismo espacio aulico estudiantes de diferentes ingenierias
y reciben los mismos contenidos matematicos (Cordero y Solis, 2022).

Entonces, ¢cual debe ser el conocimiento del profesorado de matematicas en la educacién
superior para que logre su ensefianza eficaz? Nuestra hipotesis de partida es que debemos brindarle
un marco de referencia donde se exprese una matematica funcional8 proveniente de los usos y
significados del conocimiento matematico en los cursos no matematicos y en la practica de la
ingenieria especifica en la que se esta formando.

En el presente reporte se utiliza la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa
(Cantoral, 2013). El resultado consiste en mostrar los usos y significados asociados a la
transformada de Laplace que emergen en una situacién de construccién de un sistema de control
en una comunidad de estudiantes de la ingenieria electronica. Luego, esta epistemologia de usos
del conocimiento matematico se contrasta con la presentacion habitual de la transformada de

Laplace en la matematica escolar.

8 La funcionalidad, en términos sencillos, significa un conocimiento (til de las personas en situaciones de su vida
cotidiana y profesional (Arendt, 2005). En nuestro entendimiento, la funcionalidad es el resultado de la transversalidad
del uso del conocimiento matematico de la gente en diferentes situaciones de la realidad donde se resignifica.
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La conformacion de la epistemologia de usos del conocimiento matematico, es decir, de la
categoria de modelacion se realizé a través del modelo de comunidad de conocimiento matematico
(Cordero, Mendoza-Higuera et al., 2022). Esto es analizado a partir de una inmersion en la
comunidad, retomando aspectos metodicos de la etnografia (Guber, 2011). Se identifican las
situaciones rutinarias donde usan el conocimiento matematico y las problematizaciones de su saber
matematico.

Para dar cuenta de un marco de referencia de usos y significados de este conocimiento
matematico, se establecio la siguiente pregunta de investigacion: ¢Cuales son los factores
funcionales de la Transformada de Laplace que relacionan los comportamientos continuos y
comportamientos discontinuos, en una situacion especifica de disefio de un sistema de control, en

estudiantes de ingenieria electronica?
LA MATEMATICA, LA INGENIERIA Y LA DOCENCIA. LA PROBLEMATICA

Una problematica educativa con respecto a la ciencia, en particular a la matematica, es que estos
saberes por la condicion de su desarrollo disciplinar se alejan de la vida del ciudadano. Mas
especificamente de la condicion de la gente quien vive a través de mantener y transformar rutinas
que expresan su vida mundana, y de esta manera van construyendo el mundo que les rodea
(Cordero y Solis, 2022). Una forma de tratar este distanciamiento es a través de construir un marco
de referencia para valorizar, en la educacion, la justificacion funcional del conocimiento
matematico que demandan otros dominios de conocimiento, por ejemplo, los disciplinares y la
vida (Cordero, Carranza et al., 2022). Su construccion es condicidn sine qua non para poder crear
la relacion reciproca entre la matematica de la escuela y el cotidiano de las realidades del que
aprende, en nuestro caso, los y las estudiantes de ingenieria (Mendoza-Higuera et al., 2018).

No es suficiente cuestionar ¢qué es el conocimiento matematico? sino también importa
preguntar ;qué matematica? La naturaleza de la formulacion obliga estudiar los usos y significados
de la matematica, la cual provee de la pluralidad epistemoldgica® y de la transversalidad de los
usos del conocimiento matematico en diferentes escenarios (Cordero, 2016; Rosa et al., 2022).
Estos dos aspectos definen una categoria de conocimiento matematico que formula una

epistemologia de usos. Por tanto, confrontan los tratamientos escolares habituales que no

% La pluralidad epistemoldgica significa que asumimos que hay otra epistemologia de la matematica, en oposicion a
la epistemologia universal de la matemética (Cordero, 2016).
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favorecen la funcionalidad del conocimiento matematico, para abrir otro tratamiento alternativo
donde favorece el aprendizaje de los usos y significados de la matemética (Cordero, Rosa et al.,
2022).

La categoria de conocimiento matematico es algo mas robusto que una matematizacion de
la realidad o una aplicacion matematica a una situacion real, es una accion plasmada
especificamente como la argumentacion de la situacion en cuestion, la cual estd compuesta de
significaciones o resignificaciones con sus respectivos procedimientos, con base en un
instrumento. Esta categoria de conocimiento matematico lleva a cabo multiples realizaciones y
hace ajustes en su estructura para producir un patrén deseable, es un medio que soporta el
desarrollo del razonamiento y de la argumentacion (Cordero, 2023). La categoria es conocimiento
matematico expresado en un proceso que se resignifica y que valora los usos en el entorno del
objeto que le dan sentido y significado (Cordero, Carranza et al., 2022).

Para lograr la relacion o sistemas de relaciones reciprocas entre la matematicay el cotidiano
de las realidades del que aprende, en este caso el estudiante de ingenieria, se requiere
necesariamente trabajar intensamente en una socializacion contemporanea del conocimiento:
donde se generen entornos de didlogos reciprocos entre el conocimiento de la ciencia (en este caso
de la ingenieria), el conocimiento escolar (los cursos de matematicas para la ingenieria) y la

realidad del que aprende (estudiante de ingenieria) (Pérez-Oxté y Cordero, 2022).
La docencia de la matematica de las universidades

El estudio de las précticas de ensefianza de las mateméticas a nivel universitario (Nardi y
Rasmussen, 2020), como otras lineas de investigacion en la Matematica Educativa, es un campo
que estuvo dominado en gran medida en sus inicios por los estudios sobre el pensamiento vy el
aprendizaje de los alumnos en matematicas (por ejemplo, Tall, 1991), luego se ha sumado
gradualmente al docente y la institucion (Artigue, 2016).

Cada vez existen mas investigaciones que reconocen las insuficiencias de la ensefianza
tradicional de la matematica y proponen innovaciones. “Las practicas reales en las que se
involucran los profesores universitarios de matematicas para iniciar, promover y sostener la
indagacion es un area de investigacion activa y emergente” (Nardi y Rasmussen, 2020, p. 842).
Por ejemplo, el proyecto ESUM (Estudiantes de Ingenieria que Comprenden las Matematicas) en

el Reino Unido trabaja con estudiantes de primer afio de ingenieria a través de una intervencion
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cuédruple: uso de preguntas basadas en la indagacion, resolucion de problemas en grupos
pequefios, un entorno de aprendizaje basado en computadora, y un proyecto de grupo evaluado
(Jaworski et al., 2012). Otras investigaciones (por ejemplo, Artigue y Blomhgj, 2013; Rasmussen
y Kwon, 2007) también estan basadas en la teoria de la indagacion, la cual se conceptualiza en
términos tanto de lo que hacen los estudiantes como de lo que hace el profesor, si bien propicia
discusiones matematicas entre pares, este método a veces favorece que los estudiantes se dediquen
a hacer matematicas de maneras que reflejan la préctica auténtica de los matematicos, sin estarse
formando propiamente para ser matematicos.

Biza et al. (2017), en su revision de literatura sobre la investigacion en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas en el nivel terciario, informan sobre el crecimiento e interés
continuos en investigacion empirica sobre las practicas reales de ensefianza en la universidad. Ellos
realizan una exploracion centrdndose en los temas de las practicas de ensefianza de las
matematicas; la influencia de las perspectivas de los profesores, los antecedentes y las practicas de
investigacion en la ensefianza de las matematicas; los recursos y la preparacion para la ensefianza
y el desarrollo profesional de los profesores; y los enfoques alternativos de la ensefianza. A partir
de las investigaciones que ellos revisan podemos ver que por lo general se abordan desde lo
pedagbgico, es decir, preparar al docente para impartir “mejores clases” y que los estudiantes
tengan una participacién activa para que se sientan mas motivados, pero el conocimiento
matematico ensefiado no es cuestionado.

Harris et al. (2015) investigaron la influencia de las experiencias matematicas de los
estudiantes en su disposicion hacia los cursos de ingenieria y las matematicas e identificaron que
los estudiantes necesitan tener una vision del uso real de las matematicas en su disciplina. Una
pregunta usual de los estudiantes en clases de matematicas es: ¢y esto para que me va a servir?, y
en particular en la ingenieria ¢y esto como contribuye a mi profesion? aludiendo a esas
matematicas que suelen recibir sin expresiones de su funcionalidad. Coincidimos con Winslow y
Rasmussen (2020) cuando afirman que se necesita mas investigaciones sobre la interaccién de los
cursos y los componentes matematicos en los cursos no matematicos, que aparecen para satisfacer
diversas formas de necesidades de modelizacion, computacion y representacion en la ingenieria.

“Solo hay unos pocos estudios que investigan el significado especifico de los conceptos
matematicos en las aplicaciones” (Biza et al., 2017, p. 8). A partir de la tradicion de la investigacion

en otros niveles, se ha tratado de describir estas aplicaciones a los problemas del mundo real
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mediante los ciclos de modelizacion, empero esta vision es muy idealizada, artificial y
simplificada. Ademas, cuando hablamos del conocimiento matematico puesto en uso en otras
disciplinas, no tiene lugar hablar de la matematica y la realidad, sino que estan intrinsecos.

Por su parte, Cordero, Carranza et al. (2022) a partir de la interdisciplinariedad en la
modelacién exponen un ejemplo de proyecto a partir de calcular, construir e instalar molinos
Savonius; los autores comentan que, los saberes puestos en juegos son de utilidad para el futuro y
el presente, ademas, propician que se comprenda el mundo y se intervenga en é€l, todo esto a la vez

que sus conocimientos se ponen al servicio de la comunidad.
La matematica y la realidad

Un aspecto central de la formulacion de la categoria es entender como realidad a la puesta en uso
del conocimiento entre la escuela, el trabajo y la ciudad. Esta acepcién de realidad, en el analisis
de los datos de nuestras investigaciones, ha llevado a generar constructos que valoran los usos y
significados del conocimiento matematico (Cordero, 2023).

Cordero (2016) llama la atencion sobre los intereses del quehacer de la modelacién, en los
cuales intervienen grandes vertientes: representar la realidad y aplicar una estructura de
conocimiento a una situacion real, con modelos empiricos o analiticos segln los intereses
disciplinares (Bissell y Dillon, 2012). Estas vertientes tienen sus dimensiones; por una parte, en el
campo de la matematica suele definirse a la modelacion como una teoria que estudia las
caracteristicas cualitativas de las estructuras matematicas: se exige de un objeto predeterminado
(una realidad) ya sea para ser reproducido o para ser distinguido de otros objetos, lo que amerita
el caracter de cualitativo (Cordero, 2011). Y, por otra parte, las investigaciones en el campo de
la matematica educativa en esa tematica analizan la estructura de tales representaciones e
identifican sus registros semanticos para establecer relaciones con los procesos cognitivos de los
individuos (Blum, 2002; Borromeo-Ferri, 2006). Ambas vertientes presumen estar ligadas con la
“realidad”. Sin embargo, conviene cuestionar el término realidad para transformar su statu quo
en la educacion de la matematica. Cordero (2016) considera que eso llamado “realidad” tiene
diferentes acepciones y que la discusion se puede ampliar a las diversas corrientes filosoficas
(Pollak, 1979; Alsina, 2007; Bachelard, 1938). Sin embargo, para los fines del cuestionamiento,
conviene encaminarlo a aspectos empiricos y tener presente los principios fundamentales de la

razon critica de Kant (1788/1998). En ese sentido sobresalen aspectos tales como la realidad
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subjetiva y otros ligados a las sensaciones de los humanos, los cuales favorecen el sentido
funcional del conocimiento donde sus usos y resignificaciones suceden en el quehacer disciplinar
y en la vida (Cordero, Rosa et al., 2022).

Una realidad en la modelacién puede ser el comportamiento de una particula en un campo
electromagnético, el modelo que se genere al respecto responde a los intereses disciplinares de la
ciencia, como lo es alguna ingenieria. Pero una realidad en el aula de matematicas, como lo
menciona Cordero (2016), no es clara ni trivial: llevar la matematica a la realidad del estudiante
y crear ambientes de la matematica de todos los dias son consignas que no se han podido llevar a
cabo satisfactoriamente. La matematica escolar, en su tradicion, no ha sido orientada para tal fin.
Tal vez ello se deba a los contenidos matematicos considerados en el curriculum. Por ejemplo,
habitualmente en la educacion universitaria, se ofrecen cursos de servicio de matemaéticas a
estudiantes de otras disciplinas, como la ingenieria. Winslow y Rasmussen (2020) reportan que
no hay estudios que den cuenta de cOmo estos cursos ayudan al estudiante a entender mejor sus
cursos no matematicos en su programa de formacion. Gonzalez-Martin et al. (2021) reportan que
hay escenarios en donde los ingenieros resuelven problemas de la ingenieria usando una
matematica que no esta en los cursos de matematicas que tradicionalmente se les ofrece en el
pregrado.

El docente de matematicas en las facultades de ingenieria no tiene un referente para
transformar el statu quo de la matematica curricular. Esto quiere decir que se vale de una lista
explicita con una secuencia temporizada de conceptos matematicos para cubrir el programa del
semestre o del afio escolar y no dispone de un marco de referencia para resignificar la matematica
para el aprendizaje de la vida disciplinar de la ingenieria (Cordero, Mendoza-Higuera et al., 2022).
Para construir ese marco de referencia, la realidad deberéd ser interpretada en aquello que es
habitual de los escenarios donde se expresan los usos rutinarios; es decir, los cotidianos del

especialista disciplinario, del trabajador y de la gente.
La Transformada de Laplace en los cursos ecuaciones diferenciales para la ingenieria

Una de las tematicas que aparece en los cursos de matematicas para ingenierias es la Transformada
de Laplace, la cual se introduce mediante la integral foooe‘“f (t)dt. Esta transformada es

presentada como una herramienta cuyas propiedades formales son ventajosas para resolver

ecuaciones diferenciales lineales, pero en ninglin momento es construida o motivada por algun
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medio fisico o geométrico o a partir de un conocimiento previo (Cordero y Miranda, 2002), y en
la mayoria de los libros de texto se presenta su definicion casi sin preambulo (Aguilar-Sanchez,
2002). Esto se puede constatar en algunos libros de texto utilizados en cursos de ingenieria tales
como el de Diprima y Boyce (2000); Edwards y Penney (1986); Spiegel (1983); y Zill y Cullen
(2006).

Ademas, en los cursos de matematicas para ingenieria la ensefianza de la Transformada de
Laplace esté limitada a la manipulacion de su expresion integral, calculando la transformada de
funciones, probando sus propiedades, para después establecer un algoritmo que permite obtener la
solucion de algunos tipos de ecuaciones diferenciales —comunmente, ecuaciones diferenciales

lineales—. Este procedimiento se resume en la siguiente figura:

Figura 1.
Procedimiento de aplicacion de la transformada de Laplace para resolver una ecuacion
diferencial con valor inicial

Encuentre la y(7) La ED transformada
desconocidaque [~ Aplique la transformada —| se convierte en una
satisface la ED y las de Laplace / ecuacion algebraica
condiciones iniciales en Y(s)
.. Resuelva la ecuacion
Solucién y(t)

Aplique la transformada transformada para
!

el PVI originz . =
SeLE T UHp inversa de Laplace £ ' Y(s)

Fuente: Zill y Cullen (2006, p. 203)

Este tratamiento centrado en lo algoritmico no propicia el desarrollo de argumentos
funcionales referentes a los comportamientos presentes en las ecuaciones diferenciales. En este
sentido, la Transformada de Laplace en los cursos de matematicas de ingenieria esta carente de un
marco de referencia de usos y significados en las situaciones del cotidiano de la ingenieria, ni son
considerados los significados de origen que permitieron su construccion (Giacoleti-Castillo y
Cordero, 2020).

MATERIALES Y METODOS
La categoria de Modelacion

La categoria de modelacion es la sintesis de tres experiencias: la funcionalidad del conocimiento
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matematico, la modelacion matematica y la formacion inicial del docente de matematicas
(Cordero, Mendoza-Higuera et al., 2022). Tiene relacion con la modelacién matematica, pero no
es propiamente la modelacion matematica segln definiciones comunes de ésta. Creemos que una
forma conveniente de encarar el enigma de nuestra categoria es llevarla a la nocién de variedad™®,
la cual consiste en crear una diferencia sin perder la unidad. Esto quiere decir que la modelacion
matematica tiene una “unidad” que la define o la distingue como tal.

Prevalece un principio P tanto en las aproximaciones a la ciencia como en las
aproximaciones a la educacion, el cual consiste en que la modelacion matematica tiene que ver
con un ciclo que conecta el mundo real y la matematica. El modelo de Blum (2011) es un ejemplo
de ese principio: define el ciclo con una secuencia, la cual, en términos generales, comienza con
una situacion real, mediante procesos de matematizacion se obtiene un modelo matematico y
finalmente se interpreta y valida en la situacion real. El ciclo, con su secuencia de fases, es
consecuente con el principio P: conecta la realidad del mundo con la matematica. Y ese ciclo es
llevado a diferentes niveles educativos para mejorar los aprendizajes de la matematica. Ademas,
en el planteamiento educativo habitual se vigilan o estudian los procesos entre las fases del ciclo
preexistente para las experiencias del docente y del estudiante (Borromeo, 2018).

En cambio, la variedad de la categoria de modelacion z(Mod) (ver Figura 2) se basa en un
principio P, que es la funcionalidad de la relacion reciproca y horizontal entre la matematica y
la realidad. En este principio P’ la matematica no preexiste a la realidad, ni viceversa. Este
principio deja de concebir a la realidad como un mundo alejado de las matemaéticas, dado que la
construccién del conocimiento matematico (sus usos Yy significados) se lleva a cabo en diversas
situaciones de la realidad. Este principio P’ es el que genera la categoria de modelacion, que pone
en juego diferentes epistemologias Er de usos del conocimiento matemético, U(CM). Estas
epistemologias de usos emergen en diversas situaciones S;j y dominios Dj de conocimiento, donde
los usos se resignifican. De esta manera la categoria de modelacion es la resignificacion de usos
del conocimiento matematico, Re(U(CM)), cuando sucede la transversalidad de saberes entre
situaciones o dominios. Ademas, la institucionalizacion es el referente de la continuidad del

conocimiento con su tradicion, cultura e historia, en el seno de la comunidad donde se construye

10 Esta nocidn de variedad es en el mismo sentido de Brousseau, cuando presenta su Teoria de Situaciones Didacticas
y la define como una variedad didactica para distinguirla de la Didéctica clasica existente en el medio disciplinar de
la época (Brousseau, 1997).
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el conocimiento matematico (Cordero et al., 2022).

Figura 2
Marco del saber matematico de la z(Mod)
Institucionalizacion

Re(U(CM))

Juem)

Transversalidad

Fuente: Cordero, Mendoza-Higuera et al. (2022) y Barrios Borges y Cordero (en prensa)

Un ejemplo de la categoria de modelacion en situaciones especificas donde se pone en uso
el conocimiento matematico es la Reproduccién de Comportamientos. Se ha revelado la
emergencia de esta categoria en diferentes comunidades, como ingenieros, que hacen uso del
conocimiento matematico (ver Mendoza-Higuera et al., 2018; Mendoza-Higuera et al., 2022). Se
ha encontrado que, en situaciones reales de la ingenieria, una ecuacion diferencial ay’ + y = f(t)
no esta centrada en los procedimientos algoritmicos para encontrarle la solucion, sino en los
comportamientos tendenciales que la ecuacion describe; donde la solucion y tiende al
comportamiento de f(t) cuando t — o. En este sentido, la ecuacion diferencial se resignifica
como una instruccion que organiza comportamientos. En estas situaciones aparecen
significaciones como patrones de comportamientos graficos y analiticos, que conllevan
procedimientos de variacion de parametros; de tal manera que los argumentos que emergen aluden
a la busqueda de tendencias al reproducir comportamientos deseados. Esta categoria se resignifica
al transitar entre diversas situaciones y dominios: por ejemplo, en los dominios de la obra
matematica y la ingenieria electronica; en las situaciones de estabilidad de las ecuaciones

diferenciales lineales, y de disefio de sistemas de control (Ver Figura 3).
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Figura 3
Marco del saber matematico de la reproduccion de comportamientos

Resignificacion de las ecuaciones diferenciales

Reproduccién de
comportamientos

Institucionalizacion

Matematica
funcional

<

gn Obra Mate- Ingenieria
o  matica Electronica
= | |

ig T ] |

‘&, Estabilidad en Disefio de

& las ED lineales sistemas de

control

Transversalidad

Fuente: Basada en Giacoleti-Castillo (2020)

Unidad de analisis: la comunidad de conocimiento matematico

La investigacion cualitativa, como la que reportamos, no se trata de un estudio de cualidades
separadas sino de un “estudio de un todo integrado que forma o constituye una unidad de analisis
y que hace que algo sea lo que es: una persona, una entidad étnica, social, empresarial, un producto
determinado, etcétera” (Martinez, 2007, p. 8). En nuestra investigacion, la unidad de analisis la
constituye una comunidad de conocimiento matematico de ingenieros electronicos en formacion.
Los tres elementos que constituyen el modelo de comunidad de conocimiento matematico
(Cordero, 2023) son:
e Reciprocidad: se refiere a la argumentacion-situacional, en donde el conocimiento de la
comunidad se genera por la existencia de un compromiso mutuo.
e Localidad: el conocimiento local se da cuando existe en la comunidad una coincidencia de
ideas, una jerga disciplinar, intereses y saberes.
e Intimidad: se manifiesta en la categoria de conocimiento matematico que emerge en la

comunidad, la cual es un conocimiento propio y privado de esta.

Los miembros de la comunidad de este estudio fueron cuatro estudiantes que cursaban la

asignatura denominada Control Avanzado, que se ubica en el Ultimo semestre de la carrera de
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Ingenieria Electronica del Instituto Tecnoldgico de Tuxtla Gutiérrez, de Chiapas, México. Como
tarea final del curso, el profesor les solicito que desarrollasen un proyecto relacionado con sistemas
de control. Los estudiantes decidieron disefiar y realizar el prototipo de un sistema para el control
de temperatura del agua para el cultivo de algas (Castro et al., 2019). En la seccidn de resultados

y discusion se explica con mayor detalle este sistema.
Aspectos etnograficos

En el enfoque etnogréfico, los fendmenos de las comunidades que se estudian son concebidos
como sociales y culturales (Guber, 2011). En este sentido, nuestro estudio tiene un enfoque
etnografico y us6 técnicas, como son: observacién participante, entrevistas no dirigidas y la
inmersion. Se considera a la inmersion como la que posibilita al investigador adentrarse
adecuadamente en la comunidad para conocer sus intereses y problematicas.

Los instrumentos para el registro de los datos, tanto de la observacién participante como
de las entrevistas, fueron: fichas de observacién, cuaderno de apuntes, grabaciones (audio, videos
y fotografias) y apuntes en papel y pizarra (explicaciones escritas de la comunidad y del profesor
de ingenieria). También se consideraron otras fuentes que contribuyeron a enriquecer el analisis
de los datos obtenidos a partir de la inmersion en la comunidad, como son: literatura especializada
de Teoria de Control (Hernandez, 2010; Kuo, 1996; Ogata, 2010), informe escrito del proyecto de

disefio de sistema de control que elabor6 la comunidad de estudiantes (Castro et al., 2019).
Elementos del anélisis de datos

Luego de la obtencidn y registro de los datos, se analizaron utilizando técnicas diversas: revision
documental y andlisis descriptivo-interpretativo (Toro y Parra, 2010).

Los usos del conocimiento matematico que emergieron en la situacién especifica del
sistema de control se analizaron considerando dos elementos que caracterizan al uso: su
funcionamiento y su forma (Cordero y Flores, 2007).

e Funcionamiento del uso: lo constituyeron las tareas o ejecuciones que la comunidad
desarrolla con el propdsito de disefiar el sistema de control.
o Forma del uso: son las clases de tareas/ejecuciones, las cuales fueron interpretadas como

las maneras en que se llevan a cabo dichas tareas en la situacion de disefio del sistema.
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RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se muestra un ejemplo de la categoria de modelacion, que consiste en la
emergencia de la categoria reproduccion de comportamientos. Para ello, se describe una situacion
de disefio de sistemas de control que desarrolla una comunidad de ingenieros electrénicos en
formacion, en donde la transformada de Laplace se resignifica como una instruccion que organiza

un comportamiento continuo.
Inmersién en la comunidad de ingenieros electronicos en formacion

La inmersion que se llevé a cabo en la comunidad permitio revelar los usos de la transformada de
Laplace, tomando como base epistemoldgica a la categoria reproduccion de comportamientos. La
situacion especifica estudiada se refiere al disefio del sistema de control, que es una de las
actividades centrales en las ingenierias, particularmente en ingenieria electronica. El propoésito de
un sistema de control consiste en que el equipo o proceso que se estd controlando tenga las
caracteristicas deseadas en los momentos que se determina (Hernandez, 2010; Ogata, 2010). Es
decir, dado que se tienen ciertos comportamientos deseados, se disefia el sistema para controlar la
reproduccion de esos comportamientos.

El sistema de control disefiado por la comunidad consiste en controlar el comportamiento
de la temperatura del agua en el rango deseado, para el cultivo de algas comestibles (Espirulina).
La temperatura Optima para el crecimiento de las algas es de 31 °C a 39 °C. Pero la temperatura
del agua se perturba frecuentemente por la temperatura del ambiente, entre otros factores. Para
evitar este problema, la comunidad disefia un sistema que controle el comportamiento de la
temperatura del agua en un rango deseado de 33 °C a 37 °C*! (Ver Figura 4).

El funcionamiento del sistema de control consiste en que un sensor toma la temperatura del
agua. El software Arduino adquiere los datos de temperatura que le proporciona el sensor. Si la
temperatura del agua esta fuera del rango deseado, entonces el sistema genera una sefial de error
y activa un procedimiento de realimentacion: se ejecuta una accion de control para corregir el
error, que consiste en activar las bombas para la recirculacion de agua de otro recipiente hacia el

recipiente que contiene las algas, con el fin de regresar la temperatura del agua al rango deseado

11 Nétese que al establecer el rango deseado (33-37 °C), se ha dejado un rango de tolerancia de 2 °C en cada extremo,
respecto a la temperatura 6ptima para el crecimiento de las algas (31-39 °C).
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en el menor tiempo posible (Castro et al., 2019), luego la recirculacion se detiene.

Figura 4.
Equipo fisico del sistema de control

Fuente: Giacoleti-Castillo (2020, p. 85)

En el comportamiento de la temperatura del agua que se controla, la comunidad identifica
los siguientes componentes del sistema de control: rango de temperatura deseado (sefial de entrada
R(s)), temperatura obtenida en el recipiente (sefial de salida C (s)), y la realimentacion del sistema
en la recirculacion del agua (funcion de transferencia G(s)). Al respecto, la Teoria de Control
(Hernandez, 2010; Kuo, 1996; Ogata, 2010) presenta a la transformada de Laplace como
fundamental en los componentes de un sistema de control, ya que dichas sefiales estan dadas con

ce)

esta transformada; y la funcion de transferencia del sistema se define mediante G(s) = G

que

relaciona la Transformada de Laplace de la sefial de salida con la transformada de Laplace de la
sefial de entrada. La funcion de transferencia G(s) es el elemento central del sistema de control en
donde los miembros de la comunidad llevan a cabo los procedimientos de realimentacion
necesarios para obtener el comportamiento deseado del sistema. Es decir, el uso de la transformada
de Laplace ocurre cuando llevan a cabo las modificaciones, ejecuciones o procedimientos de
control (realimentacion mediante la recirculacién del agua), para que la temperatura del agua se
devuelva al rango deseado.

Una de las caracteristicas en la Teoria de Control es que en las sefiales y acciones que se
ejecutan en un sistema, ocurren comportamientos que son modelados tipicamente por funciones
que estan definidas de manera discontinua (por ejemplo, la funcion escalon unitario); sin embargo,
la reproduccion de los comportamientos en la salida del sistema es continua. En el caso de esta
comunidad, aunque no definen o determinan funciones, si expresan comportamientos con graficas

discontinuas, pero la reproduccion de ese comportamiento la expresan de manera continua.
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La reproduccion continua a partir de comportamientos discontinuos

El comportamiento de la grafica de la sefial de salida describe una tendencia en el rango 33-37 °C
(ver Figura 5), el deseado para el crecimiento de las algas; y esta tendencia se reproduce a través
del tiempo. Es decir, se reproduce un comportamiento en todo tiempo y este comportamiento es
con tendencia en un rango. Para que la temperatura del agua esté en el rango deseado en todo
tiempo, se reproduce ese comportamiento deseado al temporalizar, el cual es interpretado como
un comportamiento continuo. El rol del tiempo como temporalizacion se da cuando la comunidad
programa con antelacion la accion de control para que se ejecuten en momentos futuros (mz, mo,
ma...) donde ocurriran errores de control (temperatura fuera del rango deseado). La accion de
control que se ejecuta en esos momentos es la recirculacion del agua mediante el bombeo, con el
proposito que la temperatura del agua vuelva al rango deseado en el menor tiempo posible, y asi
evitar que cruce el rango de tolerancia.

En la Figura 5 se presenta el esbozo de un estudiante donde se observa que para explicar el
comportamiento de la temperatura en los momentos mi, my, ms, se hacen trazos que estan
expresados de manera discontinua. Esto se debe a que las acciones de control se ejecutan solo
cuando el sistema detecta que la temperatura del agua se ha salido del rango deseado; no ocurren
siempre, sino solo en los momentos (M1, Mz, m3) cuando se requiere devolver la temperatura a
dicho rango. De esta manera, los comportamientos de la temperatura en estos momentos se
expresan con graficas a trozos, es decir comportamientos discontinuos. No obstante, la
reproduccion de estos comportamientos se interpreta de manera continua; esto porque el
comportamiento de la temperatura del agua se esta controlando siempre, tanto en los momentos
m1, M2, M3, como también en todo momento.

Es preciso resaltar que en estos momentos el comportamiento continuo tiende a los
comportamientos discontinuos. Es decir, el comportamiento de la sefial de salida —que se expresa
de manera continua— es una reproduccion que deviene de los comportamientos discontinuos. Esto
se debe a que, en los momentos donde el sistema marca sefial de error, la temperatura del agua
que se reproduce posee un comportamiento dentro del rango de tolerancia, antes de regresar al
rango deseado. Es asi como este comportamiento reproducido en la salida tiende a los

comportamientos discontinuos de los momentos mz, my, y ma.
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Figura 5.
Comportamiento continuo a partir de comportamientos discontinuos.
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Fuente: Giacoleti-Castillo (2020, p. 94)

Usos de la transformada de Laplace en la situacion especifica de disefio del sistema de control

Los usos de la Transformada de Laplace que se presentan en la tabla 1 estan en consonancia con
la reproduccién continua de comportamientos discontinuos y, por ende, con los dos factores

funcionales que la resignifican: la temporalizacion y la tendencia en un rango. Estos usos se

presentan a continuacion:

Tabla 1
Primer uso de la Transformada de Laplace
Determinar un comportamiento al temporalizar
Funcionamiento del uso Forma del uso
Detectar el comportamiento de la Identificacién de la temperatura del agua en el
temperatura reproducida a través del tiempo  recipiente, y comparacion con la temperatura
deseada

Fuente: Giacoleti-Castillo (2020, p. 99)

La temperatura del agua del recipiente se compara con el rango de temperatura deseada
para la cosecha de las algas. El proposito de comparar las temperaturas es que la sefial de salida
(temperatura obtenida) se comporte, en el tiempo, como la sefial de entrada (temperatura deseada);
es decir, reproducir la temperatura deseada para la éptima cosecha de las algas.

Es un control retroalimentado; siempre estd comparando. Una comparacion de lo que se
quiere contra lo que se tiene en la sefial de salida, determinar si hay un error; en funcion
de esa determinacion de si existe un error, tomar una accion. (Transcripcion de entrevista
a la comunidad, 2019)
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Tabla 2.
Segundo uso de la Transformada de Laplace
Organizar un comportamiento con tendencia en un rango

Funcionamiento del uso Forma del uso
Mantener el comportamiento de la temperatura con Modificar la temperatura del agua en el
tendencia en un rango en todo tiempo recipiente, mediante la recirculacion

Fuente: Giacoleti-Castillo (2020, p. 100)

La temperatura del agua que la comunidad reproduce en el sistema de control posee una
tendencia en un rango, el rango de temperatura deseado para la cosecha de algas. Como ya se ha
dicho, la forma cémo el sistema logra devolver la temperatura del agua al rango deseado, es
recirculando agua de otro recipiente, hasta lograr que la temperatura del agua se devuelva al rango
deseado.

Lo que nosotros controlamos en este proyecto es la temperatura, y necesitamos tener
siempre la temperatura del agua en ese rango porque el Fitoplancton (lo que generan las
algas) viven en un rango de temperatura de 33 a 37 grados centigrados... Si la temperatura
se sale del rango que deseamos que esté, inmediatamente el sistema activa una sefial de
error y se activan las bombas de recirculacién del agua; agua fria o caliente, segln la que
se necesite (Transcripcidn de entrevista a la comunidad, 2019)

Modelo de comunidad de conocimiento matematico

A continuacion, se presenta el modelo de comunidad de conocimiento matematico compuesto por
tres elementos que constituyen a la comunidad: reciprocidad, localidad e intimidad. Ademas de
los ejes transversales que distinguen a la comunidad: la institucionalizacién e identidad.

Este ejemplo muestra la emergencia de la Categoria de Modelacion en una comunidad de
ingenieros electronicos en la situacion especifica de disefio del sistema de control, de tal manera
que resignifican los usos de la Transformada de Laplace como una instruccién que organiza un

comportamiento continuo y la permean de justificaciones funcionales.
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Figura 6.
Modelo de comunidad de conocimiento matematico de ingenieros electronicos en formacion

Institucionalizacion: Tradicion, cultura e historia.
Conocimiento de la ingenieria electrénica, la teoria de
control, la automatizacién y el anélisis de sefiales de los
sistemas.

Reciprocidad: Situacién de di-
sefio de sistemas de control

Intimidad: Reproduccion conti-
nua de comportamientos disconti-
nuos

Localidad: Comportamientos
tendenciales de las sefiales del sis-

Identidad:
tema de control

validacién de las argumentaciones que justifican
los procedimientos realizados para controlar los
comportamientos de las sefiales del sistema. Esto
le permite a la comunidad proyectarse hacia el po-
sible disefio de sistemas de control a mayor escala.

Fuente: Giacoleti-Castillo (2020, p. 89)

CONCLUSIONES
El contraste entre la ensefianza de la Transformada de Laplace y su argumentacién funcional

El ejemplo de la Categoria de Modelacion gue se presentd compone una epistemologia de usos de
la Transformada de Laplace en la situacion especifica de la ingenieria electrénica, la cual se
confronta con el tratamiento escolar en sus cursos de matematicas, donde se privilegia su caracter
algoritmico y utilitario como método para resolver ecuaciones diferenciales lineales; por ejemplo,
esta transformada se presenta como (til para resolver ecuaciones diferenciales de la forma ay” +
by' + cy = f(t), donde f(t) es discontinua. Particularmente cuando f(t) es escalonada la
mayoria de los textos definen primero la Funcion Escaldén Unitario, para después presentar la
propiedad de traslacion de la Transformada de Laplace que se aplica para este tipo de funciones.
Pero este tratamiento no favorece reflexionar sobre los comportamientos presentes en este tipo de
ecuaciones diferenciales, en las cuales la solucion de y tiende al comportamiento de f(t), y la
solucion siempre es continua a pesar de que f(t) es discontinua. Generalmente, en los libros de
texto y cursos de matematicas para ingenieria no aparece ninguna justificacion matematica acerca

de esta propiedad de continuidad de la solucion de una ecuacion diferencial, mucho menos una
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justificacion funcional. Al respecto, Giacoleti-Castillo (2020) muestra una justificacion
matematica donde el Teorema Fundamental del Calculo tiene un rol central, ya que la solucion de
una ecuacion diferencial es una primitiva, y esta es siempre continua.

La Transformada de Laplace en su definicion se presenta mediante una integral y la integral
connota continuidad, asi, lo que se genera con esta transformada siempre es continuo (por ejemplo:
fluidos, area, acumulacidn, entre otros). Por lo tanto, la argumentacién funcional que expresa la
Transformada de Laplace es la continuidad del comportamiento que se reproduce en el tiempo.
Esta argumentacion funcional es la que esta presente en la comunidad de ingenieros que se estudio.

Categoria de modelacion: un marco de referencia para el docente de ingenieria

La categoria de modelacion {(Mod) es un proceso que acompafia a la pluralidad epistemologica y
a la transversalidad de saberes que definen la funcionalidad matemaética de las comunidades de
conocimiento matematico que suceden en la escuela, en el trabajo y en la ciudad (Cordero et. al,
2022). Sin embargo, como indican Mendoza y Cordero (2018), la categoria de modelacion no
aparece en la matematica escolar habitual para la formacidn de ingenieros, aun cuando si aparece
en situaciones del cotidiano de estas comunidades de conocimiento matematico, por ejemplo, de
estudiantes de ingenieria bidnica o electronica.

Esta categoria de modelacidn es un marco de referencia conformada por una epistemologia
de usos, la cual es la base para que el docente de matematicas disefie situaciones escolares que
atiendan las realidades del quehacer de la ingenieria. De esta manera se trastocaria y transformaria
la matematica escolar de la ingenieria para crear la relacion reciproca con el cotidiano del
ingeniero. Dentro de algunas investigaciones se han realizado disefios de situacién escolar de
socializacion considerando el marco de referencia de la categoria de modelacion y se ha dado
evidencia del uso del conocimiento en comunidades de estudiantes de ingenieria y estudiantes de
profesorado en matematicas (Chavez, 2022; Marcia-Rodriguez, 2020; Morales, 2020)

Otra caracteristica de la categoria de modelacion es su transversalidad en los niveles
educativos, por ejemplo, la ecuacion diferencial no es transversal a diferentes niveles educativos,
sin embargo, las ideas concernientes a la reproduccion de un comportamiento si lo son, este es un
argumento matematico que aparece en distintas situaciones de uso del conocimiento matematico
y favorecido en la matematica escolar. Por ejemplo, desde los libros de texto de los primeros afios

de primaria se ofrece una imagen y una cuadricula para reproducir el comportamiento de la imagen
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de referencia (Cordero y Flores, 2007); la grafica que representa el movimiento oscilatorio de un
resorte; la expresion x? + ax + b es decir, una parabola que se le suma una expresion lineal, en
Rosado y Cordero (2006) los argumentos de los estudiantes estuvieron dados por la parte lineal de
la expresion cuadratica que es la recta tangente cuando cruza el eje de las y 'y tiene que ver con
su comportamiento. Con esa caracteristica, la categoria de modelacion es un marco de referencia

para el sistema educativo en general.
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USES OF MATHEMATICAL MODELING IN ENGINEERING. ALTERNATIVE
FRAME OF REFERENCE FOR THE TEACHER

ABSTRACT

In higher education we recognize that for mathematics teachers there are no frames of reference
that allow them to teach mathematics courses with a vision of the real use of mathematics in the
disciplines. In order to address this problem, a frame of reference for the teaching and learning of
mathematics is formed from a modeling category revealed by analyzing the uses and meanings of
mathematical knowledge of electronic engineering in a control system, based on the Socioepiste-
mological Theory and ethnographic methodical aspects. In particular, the Laplace transform offers
the temporalization of the continuous reproduction of a discontinuous behavior, this is contrasted
with the usual teaching of differential equations and their presentation in textbooks. It is concluded
that forming an epistemology of uses of mathematical knowledge proper to the professions should
be the basis for designing school situations and providing an environment of uses and meanings
of mathematics to be taught and learned, this disrupts and transforms the status quo of school
mathematics to create a reciprocal relationship with the daily life realities.

Keywords: Signification, Behavior reproduction; Differential equations; Laplace transform.

USOS DA MODELAGEM MATEMATICA NA ENGENHARIA. QUADRO DE
REFERENCIA ALTERNATIVO PARA O PROFESSOR

RESUMO

No ensino superior reconhecemos que para os professores de matematica ndo existem estruturas
que lhes permitam ensinar cursos de matematica com uma visdo do uso real da matematica nas
disciplinas. Para abordar este problema, um quadro de referéncia para o ensino e aprendizagem da
matematica é formado a partir de uma categoria de modelagem revelada pela analise dos usos e
significados dos conhecimentos matematicos da engenharia eletrénica em um sistema de controle,
baseado em Teoria Socioepistemoldgica e aspectos metddicos etnograficos. Em particular, a
transformac&o de Laplace oferece a temporalizacdo da reproducdo continua de um comportamento
descontinuo, isto é contrastado com o ensino usual de equacdes diferenciais e sua apresentacdo em
livros didaticos. Conclui-se que moldar uma epistemologia de usos do conhecimento matematico
especifico das profissdes deve ser a base para projetar situacdes escolares e fornecer um ambiente
de usos e significados da matematica a ser ensinada e aprendida, isto perturba e transforma o status
quo da matematica escolar para criar uma relacdo reciproca com as realidades cotidianas.
Palavras-chave: Significado, Reproducio de comportamento; Equacdes diferenciais; Transformacio
de Laplace.
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Capitulo 6

PROGRAMAS EFECTIVOS DE DESARROLLO
PROFESIONAL DOCENTE. UN ESTUDIO DE
CASO CENTRADO EN PROMOVER EN EL
PROFESORADO EL DESARROLLO DE IA
HABILIDAD DE MODELAR EN SUS

ESTUDIANTES!?

Elisabeth Ramos-Rodriguez
Natividad Adamuz-Povedano
Elvira Fernandez de Ahumada

RESUMEN

En Educacion Matematica, un ambito importante es el desarrollo profesional docente v,
particularmente, la generacion de programas de desarrollo profesional que sean efectivos y que
impacten en la ensefianza del profesorado. Los principios de disefio de programas efectivos
ofrecidos por la literatura han sido considerados en la configuracion de un Diplomado que tenia
como objetivo fortalecer la practica del profesorado en relacion al desarrollo de habilidades
matematicas en su alumnado. El objetivo de este estudio es analizar si el programa disefiado fue
efectivo, desde el punto de vista del docente participante en relacion al desarrollo de una habilidad
matematica, indagando las propuestas de ensefianza presentadas por uno de los grupos de
profesores, el que se centrd en la habilidad de modelar, estudiando cémo estas planeaciones
evolucionan en términos de las caracteristicas de las tareas de modelacion que formulan, en tres
momentos claves: antes, durante y después del Diplomado. En un estudio de caso de un grupo de
profesorado centrado en la habilidad de modelacion matematica, se analizan las caracteristicas de
las tareas que propone el profesorado en tres momentos claves: antes, durante y después del
diplomado. Los resultados ponen de manifiesto que el profesorado inicia el proceso desde una
caracterizacion de la tarea con poca presencia de contextos reales y cercanos al alumnado. Sin
embargo, conforme avanza el Diplomado, las propuestas van evolucionando, incluyendo dichos
elementos. Ademas, el profesorado va otorgando mayor relevancia en el disefio de la clase una

12 Como citar: Ramos-Rodriguez, E., Adamuz-Povedano, N. y Fernandez de Ahumada, E. (2024). Programas
efectivos de desarrollo profesional docente. Un estudio de caso centrado en promover en el profesorado el desarrollo
de la habilidad de modelar en sus estudiantes. En M.D. Aravena-Diaz y D. Diaz-Levicoy (Eds.), Modelacion
matematica y resolucion de problemas: Retos y oportunidades (pp. 131-154). Centro de Investigacion en Educacion
Matematica y Estadistica, Universidad Cat6lica del Maule.
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propuesta significativa para los estudiantes y acorde a sus diferentes niveles de habilidad
matematica y, en general, a sus conocimientos.

Palabras clave: Modelacion matematica; Programas de desarrollo profesional; Efectividad,;
Caracteristicas de una tarea.

INTRODUCCION

Hay diversas aceptaciones de lo que implica el concepto de desarrollo profesional docente (DPD).
En este estudio, se entiende como un proceso de aprendizaje y crecimiento personal y continuo
que experimenta el docente, en el que participa por voluntad, alcanzando gradualmente confianza,
autonomia, profundizacion en sus conocimientos y habilidades para mejorar su préctica de
ensefianza de forma que pueda enfrentar desafios de aprendizaje que surgen en el aula (Avalos,
2011; Bautista y Ortega-Ruiz, 2015; Mizwell, 2010). Los programas de formacién que se le
ofrecen al profesorado juegan un rol importante a la hora de identificar como este evoluciona en
su DPD (Ramos-Rodriguez, 2014). Desgraciadamente, la formacion continua de profesores lleva
tres décadas entregando resultados poco alentadores (cualitativa y cuantitativamente) con respecto
a propuestas formativas exitosas, en cuanto a que propicien que los profesores mejoren sus
practicas y aln mas decepcionantes en relacion con el impacto en el aprendizaje de los alumnos
de esos profesores (Darling-Hammond et al., 2017; Desimone y Pak, 2017; Montecinos, 2003;
Vaillant, 2016).

Esto lleva a fomentar programas efectivos de DPD, definidos segun el nivel de mejora de
la ensefianza del docente participante y del nivel de mejora de los aprendizajes de sus estudiantes
(Desimoney Pak, 2017; Montecinos, 2003), elementos clave del DPD.

Son numerosas las investigaciones centradas en identificar principios para programas
efectivos de DPD (Loucks-Horsley et al., 1996; Korthagen et al., 2006; Reitzug, 2002). Ramos-
Rodriguez et al. (2021) proponen principios de programas efectivos exclusivos para el &ambito de
la Educacion Matematica. Con este trabajo se pretende avanzar en esta linea, presentando
evidencia de cOmo estos principios se operativizan en un contexto especifico. En concreto, en el
afio 2020, se disefio, bajo la mirada de los principios para programas efectivos de DPD de
matematicas (Ramos-Rodriguez et al., 2021), un Diplomado realizado en Chile, cuyo propdsito
era fortalecer la préactica del profesor con relacion al desarrollo de habilidades matematicas en el
estudiantado, que promueve el Ministerio de Educacion de este pais (resolver problemas,
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representar, modelar y argumentar y comunicar). Al implementar dicho programa de DPD en
modalidad virtual, surgieron las preguntas ¢ el programa fue efectivo?, es decir, ¢logré impactar en
la ensefianza de sus profesores participantes? Estas cuestiones llevan a proponer como objetivo
estudiar si el programa disefiado fue efectivo. Dada la complejidad de la ensefianza, indagar en
ella implica observar una amplia gama de aspectos de los docentes, como su conocimiento, su
forma de interactuar con los estudiantes, o su reflexion sobre la practica. Para este trabajo,
concretamos el objetivo de estudio analizando las propuestas de ensefianza presentadas por uno de
los grupos de profesores, el que se centrd en la habilidad de modelar, estudiando como estés
evolucionan en términos de las caracteristicas de las tareas de modelacion que proponen, en tres
momentos claves: antes, durante y después del Diplomado.

Se ha escogido al grupo que trabajo con la habilidad de modelar por diversos motivos.
Autores como Chan (2013) y Borromeo-Ferri (2018) sefialan que, aunque esta existe desde hace
tiempo, los esfuerzos centrados en el profesorado a través de programas de DPD se han producido
solo en los dltimos afios. Por su parte, Cai et al. (2014) sefialan que, en comparacion con el
profesorado en formacion inicial, los programas de DPD para aquellos que estan en ejercicio han
recibido mas atencion desde el &mbito de la investigacion ya que suelen formar parte de un
proyecto financiado que contempla un estudio de investigacion y evaluacién vinculado a su
finalizacién con éxito en un plazo previsto. En el ambito de la formacion inicial destaca el rol de
la incorporacion de material concreto para favorecer que futuros profesores puedan matematizar
de mejor manera (Guerrero-Ortiz et al., 2018; Huincahue et al., 2018), donde se observa la
necesidad de clarificar la ubicacion de la modelacién matematica (MM) en la formacion inicial de
profesores de manera explicita y la necesidad de que los profesores en formacion experimenten
situaciones de modelacion y las resuelvan para poder adecuarlas y llevarlas al aula. En la misma
linea, Zaldivar et al. (2017) declaran la importancia de que los profesores en formacion y en
ejercicio se enfrenten a este tipo de situaciones basadas en MM para que, a través de lo que puedan
experimentar, reflexionen sobre las caracteristicas y dificultades que se pueden dar en el aula, para
buscar anticipadamente estrategias adecuadas de como enfrentarlas.

Existen dos retos principales entre los profesores a la hora de promover el uso de préacticas
y actividades de MM en las aulas (Chan, 2013; Lesh y Doerr, 2003). En primer lugar, parece haber
ideas erréneas o confusién entre los profesores respecto a lo que es la MM y sus practicas (Blum,

2015; Cirillo et al., 2016). EI modelado suele percibirse o interpretarse erréneamente como el
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dibujo de un modelo o la representacion paso a paso de la resolucién de un problema matematico
(Chan, 2013; Lesh y Doerr, 2003). En segundo lugar, la mayoria del profesorado en ejercicio esta
limitado por los sistemas tradicionales de evaluacion, lo que se traduce en limitaciones para la
gestion del tiempo y el aprendizaje de las actividades de MM en el aula (Lesh y Doerr, 2003).
Estos desafios y problematicas motivaron a organizar este estudio en torno al impacto que
tuvo un programa especifico de DPD en un grupo de docentes en ejercicio, cuyo propoésito fue
apoyarlos en el desarrollo de habilidades matematica en sus estudiantes. En especifico, el objetivo
de este estudio es analizar si el programa disefiado fue efectivo, desde el punto de vista del docente
participante en relacién al desarrollo de una habilidad matematica en los aprendices, indagando
las propuestas de ensefianza presentadas por uno de los grupos de profesores, el que se centro en
la habilidad de modelar, estudiando como estas planeaciones evolucionan en términos de las
caracteristicas de las tareas de modelacién que formulan, en tres momentos claves: antes, durante

y después del Diplomado.
CARACTERISTICAS DE UNA TAREA DE MODELACION MATEMATICA

El sustento tedrico que apoya este estudio se basa en las caracteristicas que debe tener una tarea
de MM que debe disefiar e implementar el docente. Para ello, primero se debe dejar claro que se
entiende por tarea escolar o tarea matematica, donde la literatura ofrece diversas perspectivas. Por
ejemplo, Kuzniak et al. (2016) distinguen dos enfoques: el praxeoldgico, centrado en el conjunto
de técnicas y saberes tedricos que permiten desentrafiar la estructuracion del dominio matematico;
y el ergondmico y didactico, que se refiere a la separacién entre lo que se espera del alumno y lo
que realiza efectivamente. Para este estudio, se ha adoptado la concepcion de tarea matematica
definida por Stein y Smith (1998) como “un segmento de actividad en el aula que se dedica al
desarrollo de una idea matematica particular. Una tarea puede involucrar varios problemas
relacionados o un trabajo extenso, hasta un periodo de clase completo en un solo problema
complejo” (p. 268). Esta definicion se ha elegido porque es consistente con la definicion de tareas
de modelacién matematica presentada a continuacion.

Dada la complejidad de procesos que involucran las actividades de modelacién, primero
que todo, se definird que posicion se tiene en este estudio respecto a la MM. La postura del estudio
va en concordancia con Niss y Blum (2020), quienes manifiestan que quien se involucra en una

tarea de MM debe ser capaz de resolver problemas, situaciones y fendmenos presentes en areas,
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disciplinas o practicas distintas, es decir, en dominios o situaciones ajenas a las matematicas,
mediante la creacion de un modelo matematico que representa los elementos principales de dicha
situacion con elementos matematicos.

Ahora bien, se plantea la interrogante acerca de qué caracteristicas debe tener una tarea de
MM. Lesh et al. (2000), para el disefio de actividades que estimulan la modelacién, centraron su
atencion en dos dimensiones: las caracteristicas de las tareas y de sus soluciones.

Respecto a las caracteristicas de la tarea, sefialan que de acuerdo con el principio de realidad
la tarea debe ser significativa para los estudiantes y estar acorde a sus diferentes niveles de
habilidad matematica y en general, a sus conocimientos. Segun el principio de prototipo efectivo,
la actividad debe ser lo mas sencilla posible. Segun establecen los principios de autoevaluacion y
de documentacion, también es necesario que incluya criterios que los estudiantes puedan usar para
revisar sus modelos y crear documentacion para revelar cémo resolvieron la tarea,
respectivamente. Respecto a las caracteristicas de las soluciones que deben fomentarse, el
principio de construccion del modelo afirma que los estudiantes deben proporcionar una
explicacion o modelo explicito. Por Gltimo, el principio de habilidad compartida y reutilizacion
establece que debe estimularse la produccion de soluciones compartibles y reutilizables.

Por otro lado, también hay autores que consideran que las tareas que plantean problemas
de estimacion de grandes cantidades, o los llamados problemas de Fermi, son muy adecuados para
introducir elementos de MM en los escolares (Ferrando et al., 2017). Estas tareas presentan una
pregunta abierta, con poca informacién sobre la posible resolucién, se consideran problemas no
estandar que requieren que los estudiantes hagan suposiciones sobre la situacion del problema y
estimen las cantidades relevantes antes de realizar, a menudo, calculos sencillos (Arlebéck, 2009).
Otras caracteristicas atribuidas a los problemas de Fermi por algunos autores son su accesibilidad
y/o autodiferenciacion, lo que significa que el problema puede ser trabajado y resuelto en
diferentes grados escolares, asi como en diferentes niveles de complejidad (Kittel y Marxer, 2005).
Ademas, como expresa Sowder (1992), no debe existir una respuesta exacta, sino que estos

problemas deben ser contestados con una estimacion, ya que la respuesta exacta no esta disponible.
METODOLOGIA
Se realiza una investigacion de caracter cualitativo, en donde se lleva a cabo un estudio de caso,

analizando las caracteristicas de las tareas propuestas en un plan de clases que va sufriendo
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modificaciones a medida que avanza un grupo de profesores en un programa de DPD, es decir,
cuando disefia, implementa y evallUa una clase centrada en la habilidad de MM dentro de un
Diplomado centrado en el desarrollo de habilidades matematica en el alumnado. Se escoge como
disefio metodoldgico el estudio de caso, dado que el objetivo apunta a ver lo particular por sobre
lo general, capturando los elementos esenciales de un caso para comprender la complejidad de la
practica de ensefianza de la matematica, en este caso, sobre el desarrollo de habilidades

matematicas en el alumnado.
Contexto del estudio

El contexto del estudio se encuadra en un Diplomado denominado “Desarrollo profesional desde
el Estudio de Clases con foco en las habilidades matematicas” implementado en una universidad
de Chile. Este Diplomado se elabord considerando los principios de programas efectivos para

profesores de mateméticas (Ramos-Rodriguez et al., 2021) (Figura 1).

Figura 1.

Principios para programas efectivos de desarrollo profesional para profesores de matematica
Principio 1. Ensefianza para el aprendizaje: se centra en la mejora de las précticas educativas en
pro del aprendizaje de la matematica de los estudiantes.

Principio 2. Foco en el conocimiento: se centra en el conocimiento especializado del profesor
de matematica y una vision de para qué ensefiar matematica y cual es la ensefianza efectiva de
ella.

Principio 3. Indagacion y reflexion: requiere la indagacion continua de la propia practica,
promoviendo reflexion sobre ella, sobre lo que aprenden los profesores y sobre cémo llevarlo al
aula.

Principio 4. Vinculos externos: proporciona un equilibrio y coherencia entre la matematica y el
curriculo, proveyendo de vinculos entre otros estamentos del sistema educativo, escuela,
universidades y estudiantes/docentes. Los lideres directivos ofrecen apoyo proactivo para el
DPD.

Principio 5. Tiempo: involucra un tiempo suficiente para lograr apropiacion y cambio (en las
creencias, por ejemplo) de los docentes.

Principio 6. Comunidades de practica: se centra en las comunidades de practica a través del
intercambio de opiniones y trabajo colaborativo, en lugar de maestros individuales.

Principio 7. Recogida de datos del aula: cuenta con instancia de recogida de datos del aula,
incluir experimentacion en el aula —investigacion accion, por ejemplo.

Principio 8. Facilitacion de expertos: considera la participacion de expertos (en lo posible que
sean parte de los formadores) que ayuden a modelar la ensefianza efectiva de la matematica,
valorando la autoridad de la experiencia como fuente de aprendizaje profesional.

Fuente: Ramos-Rodriguez et al. (2021)
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Antes de las intervenciones de las formadoras en el Diplomado, se formar cuatro grupos,
cada uno focalizado en una de las habilidades que se promueve desde el Ministerio de Educacion
de Chile. Luego, cada grupo disefia un plan de clase centrado en la habilidad escogida, para
posteriormente socializar con pares y formadoras. El grupo que se estudia es el que elige la
habilidad de modelar. Esto da origen al plan de clases P1.

Posterior a ello, el programa formativo tuvo dos Etapas (Figura 2). En la primera de ellas,
denominada “Etapa de profundizacion y disefio” (una semana de duracion), las formadoras
profundizaron en las habilidades para lograr que los docentes adquirieran sustento tedrico-
didactico para su implementacion en el aula. Con ello, los grupos reformularon el plan de clases,
manteniendo la habilidad seleccionada con anterioridad, dando origen a la planificacion P2.

El programa de DPD continu6 promoviendo a cada grupo que llevara a cabo el anlisis
didactico (Rico, 2013) asociado a la clase disefiada, el que fue posteriormente socializado con sus
pares y formadoras. Al finalizar esta semana, los grupos presentaron un informe con el analisis
didactico realizado y el plan de clases reformulado. De este informe se extrae el plan de clases Pa.

La segunda Etapa del programa formativo, llamada “Etapa de Estudios de Clases” se bas6
en la metodologia de Estudios de Clases, en la que, cada grupo, a partir de la clase disefiada en la
primera Etapa, llevé a cabo ciclos de Estudios de Clases, donde se grabaron las implementaciones
para ser analizadas con sus pares y formadores en el Diplomado, de manera que el grupo
posteriormente se retna para analizar y reflexionar los elementos que necesitan modificarse, lo
que da origen a un plan de clases reformulado. Este proceso duré 6 meses, culminando con la
entrega de un informe final donde cada grupo present6 sus reflexiones en torno a los ciclos de
Estudio de Clases, las reformulaciones de las clases y el analisis de sus implementaciones. Aqui
surge el plan de clases Pa.

Estas dos Etapas que estructuran al Diplomado, es decir, la “Etapa de profundizacion y
disefio” y la “Etapa de Estudios de Clases”, permiten que esté presente el principio 3 (indagacion
y reflexion), en especial a través de la metodologia de Estudio de Clases, que ademas favorece la
presencia del principio 6 (comunidades de practica), donde se insta al intercambio de opiniones y
trabajo colaborativo. Ademas, como se puede apreciar, el Diplomado consider6 un tiempo
suficiente para la apropiacion de los temas a abordar, tanto disciplinarios como didacticos. Esto
provoca que esté presente en el disefio del DPD el principio 5 (tiempo).

Dado que el propdsito del Diplomado era fortalecer la practica y el conocimiento
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especializado del profesor respecto a las habilidades matematicas, este consider6 en su disefio el
principio 1 (foco en la ensefianza) y el principio 2 (foco en el conocimiento).

Como se ha mencionado, el Diplomado gira en torno a las cuatro habilidades matemaéticas
que promueve el curriculum nacional chileno. Este énfasis en un elemento del curriculum provoca
que esté presente en el disefio del programa formativo el principio 4 (vinculos externos),
proporcionando un equilibrio y coherencia entre la matematica y el curriculo.

Por otro lado, se aprecia en la Etapa 2 la importancia de la recogida de datos en el aula,
proporcionando presencia al principio 7.

Por altimo, en su disefio, se considerd el principio 8: facilitacion de expertos, es decir, se
tomo en cuenta que el Diplomado fuese dirigido por formadoras expertas en didactica de la
matematica y en las habilidades matematicas. Fue dictado inicialmente por tres especialistas en
didactica de la matematica, una de ellas, especialista en la habilidad de argumentar, otra de ellas,
en la habilidad de resolver problemas y modelar y la tercera en la habilidad de representar.
Posteriormente se incorporan otras dos formadoras, una de ellas especialista en la habilidad de

modelar y la otra en la de resolver problemas.
Sujetos del estudio

Participaron 22 profesores de primaria en ejercicio que realizan clases principalmente en colegios
vulnerables de la V regién de Valparaiso. Estos se inscribieron en el programa formativo por propia
voluntad. De estos 22 profesores, este estudio se centra en un grupo compuesto por cuatro de ellos
que se focalizaron en la habilidad de modelar, dejando para posteriores estudios el analisis de los
otros grupos. La edad de los profesores del grupo fluctta entre los 38 y 43 afios, tienen entre 11y
15 afios de docencia. Tres de los cuatro profesores tiene como formacion inicial el titulo de
profesor de matematicas de secundaria y han realizado un postgrado en alguna especialidad
relacionada con la didactica de la matematica.

Recogida de datos

Para la recogida de datos, se tiene como fuente cuatro documentos en powerpoint que contiene, el
primero de ellos el plan de clases disefiado, y los tres siguientes, la reformulacion realizada por el
grupo antes, durante y después del Diplomado, como se indico en la seccion anterior. En la Figura

2, se ilustran los instrumentos de recogida de datos seglin el momento donde se aplica (antes,
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durante o después del Diplomado).

Figura 2.
Instrumentos de recogida de datos, tipologia y temporalidad
Antes del Diplomado Durante del Diplomado Después del Diplomado
[ Etapa “profundizacién | ( Etapa “ciclos de ‘ / Inf Final
e : nforme Fina
Plan de y disefio” (una Estudio de Clases” Plan de
— S E— % ! (plan de clases,
clases P, semana, inicio afio (durante afio ‘ S clases P,
‘ | | I analisis didactico
\ escolar) Y2 2 escolar) 7 >
- - - y reflexiones del
Estudio de
Ciclos de Estudios de Clases Clases) )
'y R 4
& - a2
En grupo Grabaciones
Grabaciones. o o
Plan de
clases P,
8 BT
Disefio de un , Socializacion J ProLurLdllzaac(;on
plan de clases con pares e&a‘zr:ém;s
— '
Socializacién Rrofundizaciony Ly = Reformulacién Plan de
con pares - desarrollo del = del plan de clases J P Plan de clases (en
Anlisis Didéctico clases Py formato power point)
2 Entrega informe
Reformulacién J inicial (plan de
del plan de clases clases y analisis
didéactico)

Fuente: Elaboracion propia

Andlisis de datos

Para el andlisis de datos, se considera el método de andlisis de contenido, considerando
como unidades de analisis las tareas propuestas en el plan de clases para cada momento del
Diplomado. Las categorias de analisis, que emergen de las caracteristicas de una tarea de
modelacidn, planteadas por Lesh et al. (2000), se detallan en la Tabla 1. Se escogen estas categorias

dado que aportan una mirada sistémica de una tarea de MM.

Tabla 1.
Categorias de analisis empleadas en el estudio
Categoria Sub-categoria Descripcion
Caracteristicas de La tarea debe ser significativa para los
las tareas PR: principio de estudiantes y estar acorde a sus diferentes
realidad la tarea niveles de habilidad matematica y en
general, a sus conocimientos.
PP: principio de La tarea debe estar planteada de la forma
prototipo efectivo mas sencilla posible.
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PA: principios de
autoevaluacioén

PD: principio de
documentacion

Caracteristicas de PC: principio de
las soluciones construccion del
modelo
PH: principio de

habilidad compartida y

reutilizacién

La tarea debe incluir criterios que los
estudiantes puedan usar para revisar sus
modelos

La tarea debe promover en los estudiantes la
creacion de documentacion para revelar
como la resolvieron.

La tarea debe permitir que los estudiantes
puedan proporcionar una explicacién o
modelo explicito.

La tarea debe estimular la produccion de
soluciones compartibles y reutilizables.

Fuente: Elaboracion propia.

Para la categorizacion de las producciones, se contempl6 una validacion de contenido,

considerando 9 expertos en didactica de la matematica, con demostrados conocimientos en MM,

tres doctores de Chile, dos estudiantes de doctorado de Chile, tres doctores de Espafia y un Doctor

de México. A cada uno de ellos se les envi6 un cuestionario que contenia las cuatro planificaciones

propuestas por el grupo de docentes. Cada experto debia indicar, segin una escala Likert de 1 a 5,

el grado de presencia de cada uno de los principios propuestos por Lesh et al. (2000) en la

formulacién del plan de clases. La Figura 3 ejemplifica el modelo de cuestionario a responder por

los expertos.

Figura 3.

Ejemplo de instrumento de validacion aplicado

ligeramente

no presente

presente

PR: principio de

realidad de la O
tarea

PP: principio de

prototipo O
efectivo

PA: principios

de O
autoevaluacion

PD: principio de O

documentacién

Fuente: Elaboracion propia

ANALISIS

O

medianamente muy

presente
presente presente

O O O

Los resultados se presentan de acuerdo con las caracteristicas de las tareas propuestas por los
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docentes antes, durante y después del Diplomado.
Antes del Diplomado

En esta Etapa se cuenta con un plan de clases ilustrado en la Figura 4.

Figura 4.
Plan de clases inicial, P1

INICIO:
Se les presenta un dibujo con secuencia geométrica

6TO BASICO
MANEIO DE TABLAS ¥ PATRONES

Eje: Patrones y dlgebra. e " e
Cierre de la Unidad. == # #

Objetivo de la clase: Modelar - ¢ Qué imagen observan ?

una secuencia geomét rica - i Porqué se observan tres colores? ; qué significan?
> i s6lo observamos hasta la 3era figura jcuantos

con una expresion cuadrados tendrd la. 6ta ?

matemética. {cuantos cuadrados tendré la figura n® 1007

CIERRE

Se retoma el inicio de la clase, respondiendo a la
situacién da, por medio del modelami en
expresién matemdtica.

MANEIO DE TABLAS ¥ PATRONES

T

-Si sélo observamos hasta la 3era figura jcuantos
cuadrados tendri la 6ta ?

-;Cudntos cuadrados tendra la figura 100 ?

- ¢Cémo lo hiciste para llegar a la respuesta
anterior?

Los resultados de la validacion de expertos se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2
Resumen de las apreciaciones de expertos sobre el plan de clases en cuanto a las caracteristicas
de la tarea y su solucion

Promedio Desviacion

Categoria Principio (escala1a5) estandar Moda
Caracteristicas de la Principio de realidad de la 2,11 1,17 1
tarea tarea

Principio  de  prototipo 3,67 1,41 4y5

efectivo

Principio de autoevaluacion 2,33 1,32 1

Principio de documentacion 2,33 1 2y 3
Caracteristicas de la Principio de construccion del 3,11 1,36 3y4
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Promedio Desviacion

(escala 1 a5b) estandar Moda

Categoria Principio

solucion modelo
Principio de  habilidad 2,11 1,167 1
compartida y reutilizacion

Fuente: Elaboracion propia.

Respecto a las caracteristicas de una tarea de modelacion, se puede apreciar que el plan de
clases tiene poca presencia de los principios: de realidad de la tarea, de autoevaluacion, de
documentacion. En este sentido, la tarea propuesta tiene poca valoracion estén cuanto a estar
planteada en un contexto real y significativo para los estudiantes. Ademas, incluye ligeramente
criterios que los estudiantes puedan usar para revisar sus modelos matematicos. Por tltimo, en esta
categoria, se puede apreciar que el plan de clases no promueve en los estudiantes la creacion de
documentacion para revelar como la resolvieron. Aun asi, en esta categoria, el principio de
prototipo efectivo parece estar mejor posicionado, lo que implica que el plan de clases y, en
especial, la tarea central, contiene la informacion esencial para resolver la situacion problema, sin
distractores.

Por su parte, en relacion con las caracteristicas de la solucion de la tarea, hay poca presencia
del principio de habilidad compartida y reutilizacion, es decir, hay poca estimulaciéon a la
produccion de soluciones compartibles y reutilizables. Ademas, se observan atisbos de que el plan

de clases permite que los estudiantes puedan proporcionar una explicacién o modelo explicito.
Durante el Diplomado

Se muestran los resultados en las dos etapas del Diplomado: la etapa de profundizacién y disefio
al inicio del programa y la etapa de Estudios de Clases, donde hubo una reunién mensual con los

docentes.
Etapa de profundizacion y disefio

Después que los profesores exponen su plan de clases, las formadoras profundizan en cada
habilidad matematica. Esto lleva a los grupos a redisefiar su plan de clases, surgiendo el plan Pa.
La Figura 5 muestra el plan reformulado por el grupo estudiado.
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Figura 5.

Plan de clases P2 reformulado a partir de la profundizacion.

8vo basico

DESARROLLO

* Se les da tiempo a que trabajen en trios en salas de

Zoom

* El docente ingresa a cada sala, observando sus

trabajos e implementando preguntas de

devolucion tales como:

- ¢ qué comportamiento observan en la imagen?

- ¢ cuantos contagiados hay a los 20 min y a los 25

min?

- Nos podemos guiar completando la siguiente

INICIO

= Motivacién: Conversacion sobre el tema de contagios
Coronavirus

- Se les presenta: La imagen representa el contagio de
Coronavirus en una poblacién cada5min: o

- Desafio: jcuantas personas habrian contagiadas en 1 hrs ?

Periodos | [iempo  Personas comtagiadas

¢ serd posible encontrar
un patron en la tabla?

- ¢ queé relacion
matematica observan en J
la tabla? e AN AALD 4 A

tabla
+ Represerta 1 sltuacién por medio de
dibujo. operacion u ofra. { MODELACION ETAPA|

CIERRE

Vuelven a sala en comun, donde
exponen sus frabagjos y se discuten sus
resultados al desafio.

- Desafio: ;jcuantas personas habrian
contagiadas en 1 hrs ?

La indagacion con los expertos en las caracteristicas de la tarea y la solucion, dio como
resultado la Tabla 3.

Respecto de las caracteristicas de la tarea, se aprecia que solo uno de los cuatro principios
estd débilmente presente: el de documentacion, donde el plan de clases y, en especial, la tarea
central no incluye criterios que los estudiantes puedan usar para revisar sus modelos matematicos.
Sin embargo, en contraste con el plan anterior, van cobrando mas presencia los principios de
realidad y de documentacion. En otras palabras, el plan de clases y, en particular la tarea
involucrada en él, se acercan a la realidad de los estudiantes, resultandos significativos para ellos,
manteniéndose acorde a los niveles de habilidad matemaética y en general, a sus conocimientos.
Ademas, se observa mayor preocupacion por promover en los estudiantes la creacion de

documentacion para revelar como resolvieron la tarea.
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Tabla 3.
Indicadores para el plan de clases P

Promedio Desviacion

Categoria Principio (escala 1 a 5) estandar Moda
Caracteristicas de la Principio de realidad de la 3,67 1,12 4
tarea tarea

Principio de  prototipo 3,67 1,22 4

efectivo

Principio de autoevaluacién 2,33 1,58 1

Principio de documentacion 3 1,32 2y4
Caracteristicas de la Principio de construccién del 3,33 1,32 4
solucion modelo

Principio de  habilidad 2,33 1,66 1

compartida y reutilizacion
Fuente: Elaboracion propia.

Sobre las caracteristicas de la solucidn, se aprecia que obtuvo apreciaciones similares a la
version inicial presentada, lo que puede mostrar que los docentes aun no son conscientes de la

relevancia de este elemento en un plan de clases enfocado en la MM.
Antes de llevar los ciclos de Estudios de Clases

Al avanzar en la Etapa de Profundizacién y Disefio, los grupos van socializando ideas y las
formadoras entregan nuevas herramientas. Estas herramientas tienen que ver con la didéctica, lo
que lleva a los grupos a disefiar el andlisis didactico (Rico, 2013) asociado a la clase a implementar.
Esto provoca al grupo a redefinir elementos del plan de clases antes de su implementacion, el cual
se ilustra en la Figura 6.

La revision de expertos de este plan de clases en términos de las caracteristicas de la tarea
nos plantea la Tabla 4.

En esta nueva version del plan de clases, se puede observar que el grupo considera una
tarea donde tiene alta presencia el principio de realidad y de prototipo efectivo, es decir, la clase
(y en especial la tarea involucrada en ella) es mas significativa para los estudiantes y esta acorde a
sus diferentes niveles de habilidad matematica y en general, a sus conocimientos. Ademas, hay
una preocupacion por presentar una tarea que contiene la informacion esencial para resolver, sin
distractores.

Por otro lado, respecto a las caracteristicas de la solucion de la tarea, siguen manteniéndose

apreciaciones similares a los planes de clases presentados anteriormente
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Figura 6.

Plan de clases P3 antes de llevar los ciclos de Estudios de Clases

Tabla 4.

jo 1a clase
" RESOLVER SITUACION

PROBLEMATICA REAL POR MEDIO DEL
MODELAMIENTO MATEMATICO”

El video del inicio estd en: hitps://www.youtube.com/watch?v=szmxbpJM24M

Indicadores para el plan de clases P3

. oL Promedio Desviacion
Categoria Principio (escala 1 a 5) estandar Moda

Caracteristicas de la Principio de realidad de la 4 1,32 5
tarea tarea

Principio de  prototipo 4,22 1,30 5

efectivo

Principio de autoevaluacién 2,44 1,74 1

Principio de documentacion 2,22 1,39 2
Caracteristicas de la Principio de construccién del 3,33 1,32 4
solucion modelo

Principio de  habilidad 2 1,58 1

compartida y reutilizacion

Fuente: Elaboracién propia.
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Despues del diplomado

Al término del Diplomado los grupos entregan un informe final, donde exponen un plan de clases
refinado, que considera las ideas principales del proceso llevado a cabo y responde al proceso de
maduracion del grupo frente a las tareas matematicas de modelacidn puestas en juego en sus clases.

El plan de clases de este informe se ilustra en la Figura 7.

Figura 7.
Plan de clases P4 al finalizar los ciclos de Estudios de Clases y el Diplomado.

Desarrollo (trabajo grupal)

INICIO

Desarrollo (puesta en comun)

En sus propias palabras

- ¢ qué entendemos del
problema?

¢ qué nos solicitan
resolver?
- ¢ cudles son las
palabras claves de é1?

: .HH”[“

De la validacion de expertos se obtiene la Tabla 5.

Tabla5
Indicadores para el plan de clases P4
. . Promedio Desviacion
Categoria Principio (escala 1 a 5) estandar Moda
Caracteristicas de la Principio de realidad de la 4,11 1,27 4y5
tarea tarea
Principio de  prototipo 4,33 1 5
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Promedio Desviacion

Categoria Principio (escala 1 a 5) estandar Moda
efectivo
Principio de autoevaluacion 3,33 1,58 4
Principio de documentacion 3,44 1,24 2y 4
Caracteristicas de la Principio de construccion del 4 1 4
solucion modelo
Principio de  habilidad 3,33 1,66 5

compartida y reutilizacion
Fuente: Elaboracion propia.

Se puede apreciar que el grupo de profesores propone en esta etapa final un plan de clases
cuya tarea central satisface varias de las caracteristicas de una tarea de modelacion. En especifico,
se tiene que el principio de realidad y el de prototipo efectivo estdn fuertemente presentes. En
concreto, la tarea propuesta parece ser significativa para los estudiantes y acorde a los diferentes
niveles de habilidad matematica de ellos y, en general, a sus conocimientos. Es una propuesta que
se plantea de forma sencilla, donde contiene la informacidon esencial para resolver, sin distractores.
Por otro lado, los principios de evaluacion y de documentacidn estan medianamente presentes, en
donde, por un lado, el plan de clases y, en especial, la tarea central de él, incluye criterios que los
estudiantes puedan usar para revisar sus modelos matematicos y por otro, se promueve en los
estudiantes la creacion de documentacion para revelar como resolvieron la tarea de modelacion.

En contraste a las versiones del plan de clases anteriores, se puede valorar que el grupo de
docentes pudo avanzar en explicitar las caracteristicas de la solucién de la tarea matematica. Es
decir, fueron conscientes de incluir en él instancias para que los estudiantes puedan proporcionar
una explicacién o modelo explicito y ademas estimular la produccién de soluciones compartibles

y reutilizables.
A MODO DE SINTESIS DE LOS RESULTADOS

Una sintesis de como van evolucionando las tareas de modelacion propuestas por los docentes a

medida que transcurre el diplomado se ilustra en la Tabla 6.
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Tabla 6.
Resumen de los indicadores en cada etapa del Diplomado

Durante el Durante el
Antes  del Diplomado Diplomado (antes Después  del
Categoria Principio Diplomado (despueg . de de .C'CIOS de Diplomado
profundizacion Estudios de
matematica) Clases)
X  moda x moda X moda X moda
Caracteristicas  Principio de 211 1 3,67 4 4 5 411 4y5
de la tarea realidad de la tarea
Principio de 3,67 4y5 3,67 4 4,22 5 4,33 5
prototipo efectivo
Principio de 2,33 1 2,33 1 2,44 1 3,33 4
autoevaluacion
Principio de 233 2y3 3 2y4 2,22 2 344 2y4
documentacion
Caracteristicas  Principio de 311 3y4 3,33 4 3,33 4 4 4
de la solucién construccion  del
modelo
Principio de 2,11 1 2,33 1 2 1 3,33 5
habilidad
compartida y
reutilizacion

Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 6, se puede apreciar que los docentes inician el proceso desde una
caracterizacion de la tarea con poca presencia de los principios de disefio, lo que va evolucionando
hacia una tarea con mayor presencia de todos los principios, lo que puede dar luces que el programa
fue efectivo en término de la mejora en la planeacion de la ensefianza realizada por los profesores,
objetivo de este estudio.

Llama la atencidn el principio de realidad de la tarea que, si bien se inicia con muy baja
presencia, termina estando muy evidente en la version final de plan de clases. En otras palabras,
los docentes van otorgando mayor relevancia en el disefio de la clase a una propuesta significativa
para los estudiantes y acorde a sus diferentes niveles de habilidad matemaética y en general, a sus

conocimientos.
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EFFECTIVE TEACHER PROFESSIONAL DEVELOPMENT PROGRAMS. A CASE
STUDY FOCUSED ON PROMOTING TEACHERS' DEVELOPMENT OF MODELING
SKILLS IN THEIR STUDENTS

ABSTRACT

In Mathematics Education, an important area is teacher professional development and,
particularly, the generation of professional development programs that are effective and impact
teacher teaching. The principles of designing effective programs offered by the literature have
been considered in the configuration of a Diploma that aimed to strengthen the practice of teachers
in relation to the development of mathematical skills in their students. The objective of this study
is to analyse whether the designed program was effective, from the point of view of the
participating teacher in relation to the development of a mathematical skill, investigating the
teaching proposals presented by one of the groups of teachers, which focused on the ability to
model, studying how these plans evolve in terms of the characteristics of the modelling tasks they
formulate, in three key moments: before, during and after the Diploma. In a case study of a group
of teachers focused on the skill of mathematical modelling, the characteristics of the tasks proposed
by the teachers are analysed at three key moments: before, during and after the diploma. The results
show that teachers begin the process from a characterization of the task with little presence of real
contexts close to the students. However, as the Diploma progresses, the proposals evolve,
including these elements. In addition, the teachers are giving greater relevance in the design of the
class to a meaningful proposal for the students and according to their different levels of
mathematical ability and, in general, their knowledge.

Keywords: Mathematical modeling; Professional development programs; Effectiveness;
Characteristics of a task.

PROGRAMAS EFICAZES DE DESENVOLVIMENTO PROFISSIONAL DE
PROFESSORES. UM ESTUDO DE CASO FOCADO NA PROMOCAO DO
DESENVOLVIMENTO DE HABILIDADES DE MODELAGEM POR PROFESSORES
EM SEUS ALUNOS

RESUMO

Na Educacdo Matemaética, uma area importante é o desenvolvimento profissional de professores
e, particularmente, a geracdo de programas de desenvolvimento profissional que sejam eficazes e
tenham impacto no ensino de professores. Os principios de concepgdo de programas eficazes
oferecidos pela literatura foram considerados na configuracdo de um Diploma que visava
fortalecer a prética dos professores em relacdo ao desenvolvimento de habilidades matematicas
em seus alunos. O objetivo deste estudo € analisar se 0 programa desenhado foi eficaz, do ponto
de vista do professor participante em relagdo ao desenvolvimento de uma habilidade matematica,
investigando as propostas de ensino apresentadas por um dos grupos de professores, que teve como
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foco a capacidade de modelar, estudando a forma como estes planos evoluem em termos das
caracteristicas das tarefas de modelacdo que formulam, em trés momentos chave: antes, durante e
depois do Diploma. Num estudo de caso de um grupo de professores focado na habilidade de
modelacdo matematica, sdo analisadas as caracteristicas das tarefas propostas pelos professores
em trés momentos chave: antes, durante e depois do diploma. Os resultados mostram que o0s
professores iniciam 0 processo a partir de uma caracterizacdo da tarefa com pouca presenca de
contextos reais proximos aos alunos. Contudo, a medida que o Diploma avanga, as propostas
evoluem, incluindo estes elementos. Além disso, os professores estdo dando maior relevancia no
desenho da aula a uma proposta significativa para os alunos e de acordo com seus diferentes niveis
de habilidade matematica e, em geral, de seus conhecimentos.

Palavras-chave: Modelagem matematica; Programas de desenvolvimento profissional; Eficacia;
Caracteristicas de uma tarefa.
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